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EKRATA; 

Vag. 38, %. a, an tiea de 17 + 17, mettes 17 + i^' 

Pag. 44 1 lig- 3, avant le zëro, sabstitaei ss 

JHd. Ug. i4 T an lim âe i , mettes 8. 

Pag. 56, lig. 4,aprè9«iiftv, meOetzémi ^ 

Ibid, lig. 10 , après sotime, mettez n."^ 

Pag. 63, tig. 8 , an liea de 4*t mettez 4^ 

I^, 66, lîg. a, après les points....:. metteB't» 

lèid. lig. 4 , an lien de peuvent, mettes /va/. 

Pag. 73, Mg. 16, dans le 2*. coefficient, «1 lien de 33,mettaia5. 
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JI&iiclîg.,àlafin,aQfieade2i,owtteK3i. 
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NOUVELLE MÉTHODE 

POUR LA RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

D'UN DEGRÉ QUELCONQUE, 

D*iq»rè0 laquelle toot le calcnl exi^ ponr cette relation se rédoit & 
remploi des doix preimèree lïgles de rAriUunAiqBe. 



m Cette Hétbodc qui , pour b &dIiU , ne lûiie rien i délirer, est pent-Atre tnwi k 
a moioi incomplète qu'il *o!t pouible d'obtenir. Cest do noini le fentîment nuiî&tK 
a ptr H'. Lagukge , qui, ptu qoe penoane ■ a le droit d'tToir un tria inr ce point 
» H £fiicileet li éptoeiu ■( Apport tklapremiirtelaue de FlnttàiUiurlespn^» 
Ja Scùneti mathématiquet depuit 178g). 
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AVANT-PROPOS. 



Cet Ouvrage baitc d'ane mAtîâre awlaqadle Sfl «oqt exercé* letplqi 
célébreaÀJMlyatea , depnù Viite jtwpi'A H. Lagvwfeia'ett-iHltK^d^itîi 
le pronterâge de YÂ^ilwe joa^'à nM ioniA' 

' Avant les écrïU de IlLr La^ange tar i» T^solatien d()i ^£qiiiktionf iinftt^ 
riqaea, les traTaax innIti|iUia dei Mti |)r^é«ea^aBn n'aTaient abouti ^À 
dea méthodes incertaine» y et reboAaUtea.'daïu.)^ pratique. Celle qu^il a 
publiée èat exempte d'ÎDeertitnïle , maia;oii copTÎent généralement qiu, U 
pratique en est encore assez rebutante. Elle ne permettroit certai|ieinei}t 
I pas. de remplir le tœd de cet iUoftre Géoipetre, qui Toodreit qu'on ensei- 
gnât , dans l'ÀritWétiqae rnéBM', les rè$\ft de h iréaoliftion des équations 



, C'est donc ponr se conformer k «on désir que l'aulear de cet Ouvrage a 
- cherché nue méthode d'une théorie flna simfde , qui fût en même temps 
•Are et vraiment usuelle , snsceptiBIe , en un mot , d'être pratîqmée par 
.les cMamençanseos-iBièmea. Cette méthode simple et facile, il est parvena 
; i la' découvrir , ayant ainsi cosrtmné asset Ifentensenient, ce semble, les 
. tràvà&x de deoK siècles sur cet objet. 

Il loi a paru convenaUe, de jorésentet d'abmrd une histoire abîmée de 
rces travaux: on pourra, d'après cette notice y jnger de l'importance atta- 
chée par les plus grands Géomètres, au probUne de la résolution des 
équations nniaériques ( i ). 

Il donne ensuite un algorithme qni fait trouver , par de' simples addi- 
tions et soustractions, tons les termes des transformées en ( x — i ) , 
( X ^ a ) , etc. , d'ane équation donnée eu X. Cet algorithme a reçu , 1« 
a3 mai i8d3 , l'approbation de lapremîtee Classe de llnstitut, 

(i) Le Rapport sur les Sciences Mathématiques , diitrîbué h la dernière lëance 
publique de l'Académie , &it mention de q'ielques nouveaux écrits relatift aux 
équations, lesquels ne sont point parrenua k la connoissance de l'anleur de 1* 

_ Nouvelle MAhoâe. 
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Od en trouvera une démonstration fort simple A la pag« 56 de ceUc 
nouvelle édition. . ' ; T .' . - - ' 

Puis, après ayoir rappelé diverses notions Fournies par l'Âlgébre, 
concernant les éqtiatîons numériqvea , l'auteur expose snccessiveraent les 
trois parties dont ec compose la nouvelle Méthode. Il fait voir quels sont 
les cas dans lesquels la première partie sufBt toute seule A la résolution de 
i'é^tlaiîoa ; qUelsisdifrcfcn -daiM iMqatiU'il b.tn joinctrè b seconde^ It prt- 
thiiré j «t d«nsq&eU«u^ ebfin, Ton est Oblfgé' de recourir i U tiMiéne 
pour découvrir les limites «teaPtcines îneoqiawnmn&lti». Celt«'tl«nHtee 
-partie set-t «ttAi à (tpproclïer'i jM<{n'A telle dénude qa''«n vonAn , de I» 
•Ytleàr éttctle de^râciibeS'dottton «dAt^desllaDirUir. ■ 
" Lei FtottÀ et l'Appendice <^i suivent^ ndfemcMt de* deuils d'*na «ta 
grAode itnpotUnce pour que k IMit uttlu ÂTCttk M<ln« itteatinn qiu }e 
corps de POuvrage. 

hnNouvetie j^éthade a été tbeatioiuii* eh i6o«, â«u 1« fti^ikit de 
llastitnt, parmi le» éd'its qui > dep«î« <i^»oftt.omfirU)ni wiprsgrtede 
la science. 

EUe est admise p«r le eonaeîl-41oj«l ^ 11ftalraUâa« {mbliquej an 
nombre des ouvrage» recoJnouAdét A MM. 1m Ih^ANun pwur f«wei* 
gnement des MathématiÇies. 

Celte Méthode a été poltKéè tn «•milieâaMKift de ifto;» «wntla m- 
eonde édîtio» de l'écrit de M. Lagroage «i It nteu natiire } e'eit A U 
première qu'il fcnt rapporter les ciUtioNs qu'on y tnavede tba Truté. 
.Le aarft des exempUiiW de cet Ouvrage njoit eu lira , prestpM en en- 
tier, dins les années i^o?, 1808 rt 1 80g , On a pensé que reparoîssaat 
augmenté de tMorÔme* et pïopédés M«Ve«ttt , ii ponweit «tr« favorable- 
ment accueilli, des nouveaux géomètres surtout» qttî M nml M fti»er prt- 
dont ces douM dentitofesafcnée». 
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NOUVELLE MÉTHODE 

POUR LA RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

D'UN DEGRÉ QUELCONQUE. 
CHAPITRE PREMIER. 

Eûtom abrégée du travaux entrefrit tur cette madère 
pendant Ut deux derniers tiicks. 

i. Le proUème de la R&olution des Eqaatioi» numé- 
riques peut être regardé, suivant TiSustre successeur 
d'ËuleF, comme le point le plus important de tonte 
fAnalyse. La raison qu*il en donne est que la solution 
de tout problème déterminé conduit à une ou plusieurs 
équations numériques , c'est-i-dire , dont les coefficienj 
sont donnés en nombres; .que tout le calcul qu'on a 
fait est en pnre perte, si l'on n*« pas les moyens de 
résoudre ces équations; que dès le troisième 'd^ré 
l'expression algébrique des Tacines est insuiEsante pour 
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fiûre connuitre, dans tous les cas, leur valeur numé- 
rique 5 qu'à plus forte raison le seroit-elle, si on parve- 
nue b«léte à lN>l»t«B&- pouf les 'équationé des degré» 
supérieurs j et qu'on seroit toujours forcé de recourir 
À d'autres moyens pour déterminer, en nombres, les 
valeurs des ï'atiae^ d*unë é^atioti donnée ^détermina- 
tion qui est , en dernier résultat^ Tobjet de tous les pro- 
blèmes 4jtie'lÊ biËSoià ou la <nitîofeité bffï^nt & résoudre. 
[Séances des Ecoles Normales, tom. 3, p. 463, 476.] 

a. Indépendamment d'une autorité aussi grave sur ce 
point, l'importance de ce problème est assez démontrée 
par les efforts multipliés â*un grand nombre d'analystes 
célèbres des xvil* et xviii* siècles , potir obtenir une 
méthode générale > directe et sûre , propre à faire dé- 
couvrir toutes 1^ racines réelles d^ane équation numé- 
rique donnée. Nous allons présenter une légère esquisse 
des travaux de ces analystes, en prenant pour guide 
rillustre auteur déjà cité. 

3. Viète qui, le premier, s'occupa de la résolution 
des équations numériques d'un degré quelconque , 7 
emjl^ya des opérations analogues à celles qui sei'vent à 
extraire les racines des nombres. Harriot, Ougtred , etc. y 
ont essayé de faciliter 'U pratique de sa métbode. « Mais 
» la multitude des opérations qu'elle demande , et IHncer^ 
■ titude du succès dbâ an .grand nombre de cas , l'ont 
» fait abaBdonlQMrentièrnnént, avant la fin du XVXX* siècle ». 
[ Ue la Rétolution des Equations vxanériquis , -par 
At Z^nmgB , pag. î, ] 

, . ^ La Tnëtbode-ae-Newton a «qoc^dé à celle de Viète. 
Ce n'est ipi^ûprén^ent qu^one méthode d'approximation ^ 
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(3 ) 
qui suppose qu*on connoit déjà la racine cherchée , A 
une quantité près , tfioindre que le dixième de cette 
racine, a Etle ne sert , comme on roit , que poiU* les 
» équations numériques qui sont déjà à*peu-prè8 résolues ; 

• de plus y elle n'est pas toujours sûre \ elle a encore Tia- 
» convénient de ne donner que des valeurs approchées 
» des racines mêmes qui peuvent être exprimées exacte- 

• ment .en nombres, et de laisser en doute si elles sont 
>• commensurables ou non ». [ De la Késolutèon àet 
Mquations numériques j p* 3» ] 

5. La méthode que Daniel Bernoulli a déduite de la 
considération des séries récurrentes, et qu'Ëuler a exposée 
dans son Introduction. & l'Analyse infinitésimale , n'offre 
aussi qu'un moyen d'approximation. « Cette méthode 

• et celle de Newton, quoique fondées sur des principes 
» différens, reviennent à-peu-prës au même, dans le fond , 
n et donnent des résultats semblables ». [ De la Résolu- 
tion etc. , p. i52. ] 

6. Ce fut Hudde qui trouva qu'en multipliant chaque 
terme d'une équation donnée par l'exposant de l'in- 
connue, et en égalant le produit total à zéro, on ob- 
tient une équation qui reDferine les conditions de l'égalité 
des racines de la proposée. Rolle , de l'Académie des 
Sciences, découvrit ensuite que les racines de l'équation 
ainsi formée sont les limites de celles de Féquation 
proposée. Ce principe est la base de sa méthode de» 
Cascades , publiée d'abor<J sans démonstration , dans 
son Traité d'Algèbre en 1690. Cette méthode a été 
ainsi ncmimée, parcequ'elie feit dépendre la détermina- 
tion des limites de chacune des racines de Féquatioa 
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(4) 
proposée, de la rësolutioa de différentes équations 
successives , qui vont toujours en baissant d'un degré. 
«La longueur des calculs que cette méthode demande; 
» et nacerlitude qui naît des racines imaginaires , l*ont 
»iàit abandonner depuis longtemps» [De la Résolu- 
tion, etc. p. i66]. Kolle, dans ce même Traité d'Al- 
gèbre, assigne pour limite de la plus grande valeur 
de Fioconnue, le plus grand coefiScient négatif de l'équa- 
tion, augmenté d*une unité ; le coefficient du. premier 
terme étant i. 

7. La méthode de Stirling, pour déterminer le noibbre 
et les limites des racines réelles du troisième et du qua- 
trième degré, a été généralisée depuis parËuIer, dans 
son Traité du Calcul diâérentieL a Elle revient dans le 
• fond à celle de RoUe». [De la Résolution etc., p. 166.J 

8. En 1747, le célèbre Fontaine donna, sans dé- 
monstration, unte nouvelle méthode. Je la dorme j disoît-il , 
pour ^analyse en entier, que Von cherche si inutile- 
ment depuii Porcine de t Algèbre. Cette méthode sup- 
pose que Pbn peut toujours, par la substitution des 
nombres i, 2,3, etc., au lieu de l'inconnue, dans les 
équations qu^elle emploie, trouver deux nombres qui 
donnent deux résultats de signes différens : « ce qui n*a 
» lieu , dit M. Lagrange , qu'autant que ces équations 
» ont des racine» positives, dont la moindre différence 
j> est plus grande que l'unité ; ( ou , pour parler plus 
» exaciententy qu^autant ^Hy o, de ces racines qid ne 
» sont pas comprises , &i nombre pair, entre deux nombres 
» entiers consécutifs ). D'après cette considération , il est 
» facile de trouver des exemples où la méthode de Fou- 
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• taine est en àé&nt a. [De la RéêobOion etc., p. x6a.] 

9. Ce défaut avoit lieu également dans toute méthode 
qui emploie les substitutioas pour déterminer les limites 
des racines réelles et inégales d'une équation numé- 
rique , lorsque M. Lagrange publia, dans les Mémoires 
de TAcadémie de Berlin pour Tannée 1767, un nou- 
veau procédé , : le seul jusqu'ici qui ait ofièrt un 
moyen direct et sûr d'obtenir cette détermination. Son 
Mémoire contenoit aussi une méthode pour approcher^ 
autant qu'on veut et en employant l'expression la plus 
simple, de la valeur exacte d'un& racine, lorsque l'on 
connoît le plus grand nomln^ entier compris dons cette 
valeur. 

Le procédé dû, à. M. IJagrange, consiste à substituer 
successivement, à la place de l'inconnue, dans l'équation 
débarrassée des racines égales qu'elle peut avoir , les 
termes d'une progression arithmétique o, D, zD, 3Z), etc., 
dont la différence D soit moindre que la plus petite 
différence des diverses racines de cette équation. La 
grande difficulté étoit.de trouver ce nombre Dx le 
génie fécond de l'illustre géomètre lui fournit trois 
manières d'y parvenir. 

10. La première, qu'il proposa en 1767, exige le 
calcul de l'équation qui a pour racines les différences 
entre les racines de l'équation proposée. «Mais, dit 
» M. Lagrange, pour peu que le degré de l'équation 
» proposée soit élevé, celui de l'équation des différences 
«monte si haut, qu^on est effrayé de la longueur du 
» calcul nécessaire , pour trouver la valeur de tous les 
«termes de cette équation ; puisque le d<egré de la pro- 
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» posée étant m, on a. " '^ coefficîena & calculer. 

» [ Par exemple, pour une équation du dixième degré j 
a la transforma serait du quarante^inquième J. 

» Comme cet inconvénient pouvoic rendre la mé- 
» liiode générale presque impraticable dans les degrés 
» un peu élevés» je me suis longtemps occupé des 
B mojens de Taffranchtr de la recherche de Téquation 
n des différences , et j'ai reconnu en effet que , sans cal- 
» culer entièrement cette équation , on pouvoit néan- 
» moins trouver une limite moindre que la plus petite 
» de ses racines ; ce qui est le but principal du calcul de 
«cette mêmeéquationi>.[£)£/a il^o/uftb/ietc,p. 134.] 

zi. La seconde manière de trouver le nombre D est 
consignée dans les leçons que Tauteur donaa aux Ecoles 
Normales, en 1795. Elle demande le calcul d'une équa- 
tion du même degré que la proposée, ayant pour ses 
racines les différentes valeurs dont est susceptible le 
coefficient Y de favant-dernier terme d'une équation 
en {x — a) ; a étant une racine réelle quelconque delà 
' proposée , dont x est IMnconnue. « Mais cette équation 
9 en Y, dit M. Lagrange , peut encore être fort longue 
» à calculer , soit qu'on la déduise de Télimination , soit 
» qu'on veuille la chercher directement par la nature 
» même de ses racines o. [De la Résolution etc., p. 127.] 

I». Ce coefficient Kétant une foncti(Hi'de x, l'auteur 
a fiiit depuis réflexion qu'on pouvoit toujours éliminer 
l'inconnue x du produit du polynôme K, multiplié par 
un polynôme £ k coefficiens indéterminés , procédant 
suivait les puissances m — 1, m — a, etc., de j:; en 
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faisant disparoitre du produit Y^y au moyen de la ;[>ro-> 

posée, toutes \ei puissances de x plus hautes que a^'*~^ , 
puis égalant à o chacun des multiplicateurs de s, ce 
qui donne la valeur des coeffîciens indéterminés de 0, et 
réduit le produit Y^ à son terme tout connu Tepré~ 

sente par K, d'où Y=-^, Par suite de ces opérations, 

les coefficiens de Téquation inverse de ceUe aux diffé- 
rences , qui étoient divisés ,par Y^ ne sont plus affectés 
que d*uu diviseur indépendant de x^ et la recherche 
de- Z> en devient moins pénible. Ce troisième procédé , 
publié en 1798 , e$t moins rebutant que les deux autres ; 
néanmoins son auteur reconnoît qu'il peut entramer dans 

des caJcuZs ««««je lo^tg». [ De la Résolution etc> » p. 3-a3. J 

1 3. « Le Bombre D [ troupe ^ime de ces trais mamères\ 
» pourra être souvent beaucoup plus petit qu'il ae seroit 
s n^essaire pour làire découvrir; toutes,Ies racines; xnaîs, 
» dit M. Ligrange^ iln y a à cela d'autre iacpavéniont quo 
» d'augmenter le nombre d£S substitutions auccessives à 
» faire pour a; dans la proposée j> [Séances 4es Ecoles 
Normales y tome 3, p. 466]. Cet inconvénient paroît 
encore assez grave dans la pratique , car il peut , en cer- 
tains cas , donner lieu à des miliiers , et mâme À va^ 
nombre indéfiniment plus grande d'opérations superflues. 
Du reste , Tauteur l'a considérablement diminué , et^ 
donnant le moyen d'opérer , par de simples additions et 
soustractions j, les substitutions de nombres enti^s qui 
suivent celles des m premiers nombres x, %, 3, etc., 
dans une équation du degré m. 

14. n semble donc que la méthode de la limite àe lu 
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plus petite dîfifërënce des racines , qui d'aiUean porte 
l'empreinte du génie de son immortel auteur, ne réponde 
paSf en tout point, iTobjet qu'il s'est proposé, qui est 
de a détermiaec les premières valeurs à substituée 
«pour :c, desorte que, d'ua côté, on Tiejastepa* trop 
» de tâtonnement mutHet , et que , de l'autre , on soit 
B assuré de découvrir, par ce moyen, toutes les racines 
» réelles de Téquation » [Séances det^ Ecoles Normales , 
tome 3 , p. 477 ]. Nous ferons voir dans les chapitres 
suivans qu*ou peut , A beaucoup moins de frais et sans 
recourir à cette longue et pénible recherche de la limite 
de la moindre différence des racines, se procurer tou- 
jours cette assurance. 

i5. En outre , le désir du célÈbrc auteur étant que 
les règles dé la résolution des équations numériques 
soient données dans l'arithmétique, sauf à renvoyer A 
l'algèbre les démonstrations qui dépendent de cette der- 
nière science , ne peut-on pas dire que ce vceu ne se 
trouve point rempli par une méthode dont la théorie 
est trop compliquée, et la pratique trop difficile pour 
des commençans ? - 

i6. Il restoit donc encore à glaner dans ce même 
champ où M. Lagrange a recueilli une si abondante 
moisson. Nous avons cherché A réaliser son projet, en dé* 
couvrant une méthode nouvelle d'une théorie simple et 
d'une application &cile. Nous présentons aux jeunes élèves 
un aliment de iacile digestion , dont peut-être ils nous 
sauront quelque gré. Nous n'osons nous flatter d'obtenir 
le même accueil des personnages consommés dans la 
science: suivant un ancien aâag« ,'les mouches ne sont 
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point Ta pâture des aigles, aqidla non capît muscai, Os' 
voudra bien cependant observer que les méthodes des an-* 
ciens , lesquelles supposoient un grand travail, une grande 
force de tête, ont cédé la place, dans l'enseignement, à 
des méthodes modernes plus à la portée du vulgaire ; nous 
espérons que cette considération préservera d'un superbe 
dédain les procédés aussi faciles à pratiquer qu'à concevoir, 
que nous ofirons en ce moment au public. 

17. A cette considération il en faut joindre une autre, 
tirée du besoin que l'on a d'une méthode qui soit pra- 
ticable et vraiment i^uelle pour la résolution des équa- 
tions numériques, si l'on veut que Talgèbi-e puisse s'appli- 
quer conveaablement aux arts et aux besoins de la société, 
î^ous rappellevons , & ce sujet, ce que disoit l'académicien 
Rolle , lorsqu'il publia sa méthode des Cascades. sLors- 
» qu'on a envisagé toutes les conditions qui sont néces- 
» saires pour le succès d'une entreprise, on pourroit sou- 
p vent s'aider de Talgèbre pour y réussir ou pour en 

* connoître l'impossibilité ; mais on aime mieux chercher 
» d'autres conditions , on tenter l'exécution par différens 

• moyens, que d'avoir recours&cette science, et, en cela, 
» on a eu quelque raison : car si l'on veut se servir de 
» l'algèbre dans Tinvention d'une machine ou pour quel- 
8 qu'autre recherche , en n'employant d'aUleurs que les 
» expériences des physiciens et les principes des géomètres, 
» on arrivera à dès égalités {équaUons) irrationnelles d'un 
» degré fort élevé , et îl est plus difficile d'éviter ces éga- 
» lités dans cette application , que d'éviter les fractions 
» quand on pratique l'arpentage. Cependant les règles 
» qu'on a données jusqu'ici pour résoudre ces égalités , ne 
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» sont ni scientifiques ni générales, et il suffît de les éprou- 
» Ter pour en être rebuté ». On a aujourd'hui , & la 
vérité , des régies scientifiques et générales ; mais quel 
est celui qui, les ayant essayées, pourra dire qu*dles ne' 
sont pas rebutantes ? 

x8. Si dans cette esquisse des travaux de deux siècles , 
concernant la résolution des équations numériques , l'im- 
mortel Descartes semble avoir été oublié, c'est que nous 
nous sommes réservé d'en parler ailleurs. Comment au- 
rions-Qous pu oublier sa fameuse règle des variations et 
des permanences de signes, publiée potu* la première fois 
en 1687, et qui, longtemps négligée, reçoit dans notre 
méthode une application nouvelle, et, en quelque softe> 
une nouvelle existence ? j 
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CHAPITRE II. 

FAOBLims PsiLiUiifAiiLB: Etant donnée une équation 
numé^queen x rf*im degré quelconque, trouver , par 
de simples aààùxoru et soustractions , les co^ciens 
de sa '^ansfkrmée en(x — i ) ; et généralement , de 
sa transformée en (x — n) , n étant un nombre entier 
ou décimah . 

19. A.VANT ^e de donner la solution de ce problême, 
nous expliquerons ce qu'il iàut entendre par les sommes 
premières , secondes , troisièmes , etc. 3 ii*une suite de 
termes. '..,..■ 

Lorsqu'une suite de termes quelconques étant donnée, 
on forme une autre suite sommatoire de la première , 
c'est-à-dire, qui a pour loi que son n'^»* terme- soit U 
somme des n premiers termes de la suite donnée , cda 
s'appelle prendre les sommes premières , ou amplement 
les sommes de la première suite. 

Ce mot somme doit s'entendre dans le sens algébrique ; 
.il exprime l'excédant de la somme des termes précédés 
d'un des signes -h ou — sur celle des termes précédés 
du signe contraire. . . 

Prendre ensuite Içs sommes de, ces sommes premières, 
cela s'appelle prendre les sommes-tecçndes de la suite 
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àonixée. De même , les sommes de ces tommeS'Seconâes 
s'appellent les sommes-troisièmes de la première suite , et 
ainsi du reste. 

Voici un exemple de ces diverses somme»: 

Suite doimée 1...1... i... i.w t. 

Sommes-premières X...2... 3... 4... 5. 

Sommes-secondes x , . .3. . . 6. . . 10. . « x5. , 

Sommes-troisièmes. . . . . x . . .4. . . xo. . . 20. . . 35, 
etc. etc. 

Les suites dont on s'est servi dans ce premiet exem|)Ie, 
appartiennent à celles des nombres que les Géomètres 
appellent nomhre» figurS* j lesquelles ont généraTement 
pour i*"^ terme , l'unité ; pour a* terme , un nombre 
entier m ; et pour terme k^**".», un nombre exprimé par 
m(m+i) (m-f-a — a) 

1.3 (tï— i) * 

Autre exemple, dans lequel la suite donnée est com- 
posée de termes pris arbitrairement, les uns positif, les 
autres négatiâ : 

Suite donnée 2+ 5 — 3+ ^\ — 3+ — I. 

Sqmmes-premières . . 2+ 7-h 4-h 8-h 5-4- 5-+- 4. 
Sommes-secondes... 2+ 9+i3-|-2iH-25~H 3i-h 35. 
SommeMroisièmes. . 2+x H-24-+-45h-7H-xo2-m37. 
etc. ' etc. 

20. Voici maintenant deux propositions d'où résulte 
la soluti<»i demandée. QPour leur démonstration , ue^e/i 
ci^après Us NoTBS.) 
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Première proposùùm. Là somme m^"' des n presfûers 
termes d*une sujte qae^conque ? égale la somme de ces 
termes multipliés respectivement ^ mais en ordre inverse , 
parles n premiers nombres figurés de Tordre m , c'est-à- 
dire f appartenant à la suite dont le second terme est m. 

Ainsi la sommem^'w des n premiers termes de cette 
suite 

est égale à.... A:z.H- 7nÂ^-+: . . . H-^^^^f^^—^ A; 

Par exemple , la somme-troisième de ces quatre termes 
a-ï-5 — 3-t-4eat (» ?<4 — 3x3-*-6x5-j- IOX3)=45 , 
de même qu'on Va reconnu plus haut en prenant les 
sommes et les sommes de sommes. 

Seconde proposition. Vu polynôme quelconque , pro- 
cédant suivant les puissances entières et positives d une 
quantité x , depuis le degré m jusqu'au degré zéro ^ se 
transforme en un autre polynôme d'égale valeur , procé- 
dant suivant les mêmes puissances de (x — i } , dont les 
coefficiens respectifa , à commencer par celui du dernier 
terme j sont, 

. 1°. La somme-première de tous les coefiSciens du po- 
lynôme donné. 

3*^. La somme-seconde de tous les coefficiens , bormis 
le dernier. 

3**. La somme-troisième de ces coefficiens , excepté les 
deux derniers. £t ainsi de suite. 
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5oit , par exemple , ce polynôme 

Coefficiens donnes . . . 2 — '3 + 5 — 3« 
Sommes-premières . . . a — 14.4+x. 
Sommes -secondes. . . . z-f H-5. . » 
Sommes-troisièmes . . . a -t- S> . • • ; 
Sommes-quatrièmes. . . 2. . * . . . . 

Ainsi les coe£Bciens du polynôme en (x— • x ) sonf....* 

aH-3H-5H-i; 
et Ton a 

Cette équation a lieu , quelque valeur qu*on donne àx. 

S'il manque dans le polynôme proposé quelque puis- 
sance de X , il £aut la mettre en évidence , en lui donnant 
zéro pour coefficient 

Soit, par exemple, x3 — 7X -h 7. 

Coefficiens donnés. ...n-o — 7-*- 7. 

Sommes-premières . . . i-f-i — 6-1- 1, 

Sommes-secondes. . . . i + a — 4. . . 

Sommes-troisièmes ... 1 4" 3 

Sommes-quatrièmes. . . i 

On a donc... 
a:3_7^_l_7— (^_i)3^-3(a:— !)■— 4(x^l*)-h r, 

3Z.. n est évident qu'une équation dont le premier 
membre est égal à zéro , offre précisément le même 
cas que le polynôme de la proposition précédente. Ainsi 
l'algorithme par lequel on obtient la t;-ansforméé en 
(x — x) d'une équation donnée en x, consis&e dans le 
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même procédé employé pour la traiuformi!tion San po- 
lynôme d'nne Tileur quelconque. 
Etant done donnée Téquation..» 

x3 — 7a; H- 7 = 0, 
les coefSciens de sa transformée en (x — i) sont.... 
H-3— 4 + 1. 
Pareillement, pour Téquation.... 
«3 — u:— S = o, 
les coeffîciens de sa transformée en ( x ^ X ) sont.... 

H-3-»-i — 6. 
- sa. Far le même algorithme, on passera de la trans- 
formée en (4; — i) & celle en (x — a); dé cclle-ct à la 
transformée en (x — 3); et ainsi de suite indéfiniment 

On obtiendra donc très-promptementles coefficiens de 
ces dÎTerses équations. 
Coefficiens deséquations, dans le fexemple dun° ^i... 

en* iH-o — 7± 7 

en(x — i). . . n-3 — 4-^ I 
en(x — i). . . 1 + 6-I- 5-1- I 
ea(x — 33. . . i-t-9-4-ao-l-i3 
etc. etc. 

Coefficiens des équations , dans le second exemple.... 

en X i-f-o-r- a— 6 . 

ea(x — i). . . X-+-3-H.I — 6 
en(x — a). . . 17^6-J-io — I 
en(^ — 3}. , . 1 -1-9-1- a5-l-iS 
etc. etc. 
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a3. n est aisé d'observer que par ces fransformationsy 
on finit par avoir des coefficiens qui sont tous de même 
signe. 

Observons aussi que si réquatîon proposée n*est que 
du troisième' degré , on peut obtenir les coefficiens de 
ses transformées successives par un mojen encore plus 
rapide que ralgorithme général. Nos lecteurs le devine- 
ront sans peine à la simple inspection des coefficiens re- 
présentés dans le n° précédent. Dans ce cas , le calcul des 
transformées s'opère instantanément , sans avoir besoin 
d'écrire d'autres cbifires que ceux qu'on voit ici. 

34. Le même algorithme fournit le moyen d'obtenir 
les transformées en(,a:— 10), (x — 20), (x — ^^3o),etc.; 
celles en (x — 100), (jc— aoo),(;r — 3oo),etc.;etc. 

B faut 3 pour cela , substituer dans la proposée une 
inconnue af qui soit, respectivement, .dix fois, cent 
fois , etc. moindre que :r. Les. coefficiens de cette .éipiation 
en :c' s'obtiennent , comme l'on sait, sans calcul, par le 
placement convenable de la vûgule qui indique les dé- 
cimales. 

On se procure ensuite les frânsformées en (x' — 1 ) , 
(af — a), (a' — 3), etc.; ou, ce qui revient au même, 

^° (^)' (^7?)* (rïi^' ^*<^-i °" ^^^° ^'''••■ 

, x , * ' -. 
X = — , ou j;. ^ * etc. 

n ne s'agit plus que de reùdre* les inconnues de ces 
transformées, respectivement , dix ou Cent fois , etc. aussi 
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jentades ; ce qni s'opire par le déidacement conTCnable 
de la virgule dans leurs, coefficîeos. 
Soit , par exemple , l'équation 

*3 — 4x'-t-aj: — 6=0 , 
dont ondemandeles tranaformées en (x— lo), (x— »o), etc. 
On fera x = lox'; d'où^.. 

x'i — o^"-(-o,o3a^— 0,006 = 0. 
Coefficîeos des équations.... 

en x'. i I— 0,4-i- o,o3 — e,Oo6 

en (^~'°) ou (a?— i)...i + a,6-t »,a3-t-o,6i4 

™(^ïr^ on («'— a )...! + 5,6 +10,43 H- 6,454 

etc. \ etc. 

Et par conséquent on aura , pour lei coefficiens de< 
équations.... 

en (x — io)...i + i6+ a»3"+-6»4 
en (x — ïo)...i-HS6-hio43-4-6454 
etc. etc. ' 

On voit aisément comment, par une marche anar 
logue, on se procureroit les transformées en {x — tt), 
(x — -h) 3 etc. ; cellesen (x — rr. ) , (x— tÎi), etc. ; etc. 
^5. Si Ton veut avoir Féquation où Pinconnue de la 
^proposée est diminuée dW nomj^re de plusieurs chiffres, 
par exemple , Téquation en (x — 3ia) ; on se procurera 
■ .d*abord l'équation en (x' — 3 ) , en faisant x 5= 1 oox'; et par 
suite, celle en (x — 3oo), comme il vient d'être indiqué. 
-Puis on fera x — 3oo=ïox'j on obtiendra l'équation 
ea\x'—i); et par suite , celle en (x— 3io). De cette 

3 
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iiernière, on passera à celle en {«' — 3ji); et de célle-ei 
à IVquation demandée en (x — 3ia). 

Voici, par exemple, la marche ^'il âudroit suivre, 
û la proposée étail«.. 

a:3— 4J!'+3« — 6=0. -, 

Soit a;= looi'; d'où 

afi — 0,04a;'' -(- p,ooo3jc' — o,ooooo5= 0. 
Coefficiens des équations..... 

en x I — 0,04-f. o,ooo3— 0,000006 

en (x' — i).«.i-l-ï,96+ »,9»o&-t- 0,960194 - 
en (x — »).,.i4-5,96-)-ji,84o3+ 7,840894 , 
en («' — 3). . .1-1-8,96-»- 26,7603-1- ^6,640894 
Ainsi les coefficiens deféqnation en(jr — 3qp) sont;... ^ 

I 4- 896 -1- 167603 4- »664o894. 
• Faisant ensuite x — 3oo= lox', on a les coefficiens des 
équations... \ 

en x'.. I -I- 89,64- »676,o3 ■+■ 26640,894 

en («• — i). . .1 -h 92,6-»- 2858,23-^29407,524. 

Or A* — x= — — — ;H s'ensuit -qu'on aura les coeffi- 
'àens des équations..» 

' en fi— 3to)...i-t-926-(-2858j3-»- 29407624 

en (:c — 3ii). ..1-1-929-1-287678-1-29694274 

en (x — 3i2). . .1-1-9324-289539-1-29982882, 

Il est aisé de voir comment on obtiendroit l'équatîoft 

où l'inconnue de la proposée seroit diminuée d'un nombre 

décimal de plusieurs chiffires ; par exemple , l'équation 

en (x — ^jjj) : nous n« noiu «irêterona point i cea 
détails. ■ ' 
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3$. Kn conaidâwit le tableau des op^rdtitms par les- 
quelles on passe d^un polynôme en ^ à son équivalent 
en(x — I ) [ ao ] , on n'aura pas de. peine à reconnoître 
comment on peut passer réciproquement d*im polynomo 
en (x — z ) k son équivalent en jr ; et parconséquent , 
de celui en X à son équivalent ea(x'ért),et ainà dé 
fluite. Dans le premier cas , on a pris des sommes ; daus 
Je second^ on prend des d^rencet, 

-.Choisissons pour exemple, le polynôme en jc du n* a^ 
dont les coefficîens sont.... 

2— 3-+-5 — 3; 
«t SCO équivalent en («•»• )),<|uiaiK>urco^cien8.*» 
a + 3 + 5-i-r. 

Four passer de celui-Kâà Tautre , on émt *S8S coeffîcîens 
«t on procède comme il suit : ^ 

' Coeffiôcos da pQlynome en (jf-^.i ).;;.3-f-34- ^ + 1 

Suîtesdans chacune desquelles le i i*^....a+i +4^"? 

n*^^ terme est la difKrenee du J a'*™...a — i 4-5,... 

terme qui le précède an terme J S"*"". ..a-r-5....^. ..' 

R''"" delà suite sup^riebrie. .. ' 4'*™*-*' ' 

On obtient ainsi les coefBcîens du polynôme en a;, et 
Ton se procurera de la même manière ceux du polynçme 
en (xH- 1 }• En voici le tableau 

Coefficiens du polynôme en X T.a-~54* 5— S 

Suites de diffïreaces prises «ui- C 'x- ' . *° ' 

... ■ 1 ninM ^■mmt.nmL.t'J 

Tant la loi qui Tient d'être mdi- < „., /^^ / 

, ^ i5'*'w...a— o ■ 

quée / ^ 
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Les coefficiens obtenus pour le polynôme en (x-\-t), 
sont.... 

a — 94-17— »3; 
ce qu'il est d'ailleurs aisé de vérifier par le procédé 
inverse. 

37. On a remarqué ci-dessus qu'en opérant les trans* 
formations successives en(x — i), (x — ^a), etc., on par- 
vient à une transformée en (x — «') , dont tous les termes 
sont de même signe. Ici l'on observera que les trans- 
formations en (x4-i), (:r-f-a}, etc. conduisent à une 
transformée en (x4;u')> dont les termes ne présentent 
que des vanatùms de signe, comme on le renuirque dans 
le polynôme en (a;-f-i) du dernier exemple, dont le» 
coefficiens sont alternativement précédés du signe -h et 
du signe — • X'Orsqu'on est une fois parvenu À ce poly* 
nome en {x -{-u' ) , les transformées ultérieures en 
(a;-l-i/H-r), (x-t-w' + a) , etc. n'of&iront aucune 
permanence de signe: cek s'apperçoit par la nature même 
du procédé. 

X<Cs équations du troisième degré sont susceptibles 
d'une abréviation analogue à celle qui est indiquée au 
n» ai 
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CHAPITRE III. 

Dipertes notions Jbumies par l'Algèbre , concernant 
les équations numérises. 

iB. \Js peut toujours transporter dans un même 
membre tous les termes d^une éipiatîon , ensorte qu'elle 
paroisse sous cette forme : 

A,af -h A, z'*^' 4-.....-+- A,;^;^:' -H A,a:* = o ; 
m étant un nombre entier positif j les coefiSciens ayant 
par eux-mêmes une valeur positive ou négative , et quel^ 
ques-uns pouvant aussi être nuls. C'est sous cette forme 
que nous considérerons toujours les équations. 
~ Le but principal qu'on se propose dans la résolutioiy 
d'une équation déterminée , est de trouver exactement 
ou par approximation , s'il y a Keu , tous les nombres 
réels , dont la substitution , à la place de l'inconnue , 
Tend nulle la somme de tous les termes du premier 
membre. On donne à ces nombres le nom de racirus 
réelles de Véquation ; elles sont ou positives ou négatives. 

ap. Le nombre des racines réelles d'une équation ne 
peut jamais surpasser m, c'est-à-dire , le nombre qui en 
indique le degré j il peut lui être inférieur , ou même être 
nul. L'excédaat de m sur le nombre des racines réelles 
est nécessairement un nombre pair , indicateur du nombre 
des racines imaginaires qui satisfont à l'équation. 

On entend par quantité imaginaire , le symbole d'un 
résultat d'opération, impossible à obtenir, k taison de 
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son absurdité : par exemple , la racine quarrëe d'une 
quantité négative , telle que |/"— 4. 

Toute racine ou quantité imaginaii^ se peut réduire 
ÀVune de ces formes, ± A -h i/' — B,et + A — ^ — B, 
A et B étant des quantités réeUes. Si une équation a une 
de ses racines sous une de ces formes, elle en a nécessaire- 
ment une sous Tautre \ les racines imaginaires se trouvant 
ainsi tou)ouis unies par couplés. 

3o. Toute équation qui a pour racine ua nombre :+:« , 
est divisible par le facteur x'^n\ celle qui a une couple 
de racines imaginaires, est divisible par le &cteur réel 
du second degré , a;* ^^ a A* H- A* H- B. 

Généralement , une équation du degré m est le produit 
de m facteurs simples , soit réels , soit imaginaires : le 
nombre des facteurs simples réels est égal à celui des ra- 
cines réelles de l'équation. 

3i. Lorsque, par la substitution d*nn nombre n A la 
l^ace de :c , la somme de tous les termes de Téquation est 
rendue égale à une quantité positive \ et que la substitu- 
tion d'un autre nombre n' donne au contraire un résultat 
négatif, on est assuré qu'il y. a une ou plusieurs racines 
en nombre impair, dont la valeur est comprise entre n 
et n', et réciproquement. 

. Mais la substitution ne donne point de résultats de signejf 
^ifférens , lorsque les racmes comprises entre n et n .sont 
en nombre pair. 

La substitution de quelque nombreque ce soit ne donne 
que des résultats positî& , lorsque l'équation n'a que des 
racines imdginaires. . i 
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- 3a. Quand on' change > dans unb équation , le signe dès 
termes du rang pair, ou de ceux du rang itnpair , les ra* 
eiaea de l'équation , après ee cbangemeat , sont les mêmes 
qu'avant, au signe près ; c'est-àr-dire que les racines néga* 
tives deviennent positives, et que les positives deviennent 
négatives. 

; Il s'ensuit que pouf trouver toutes les racines réelles 
^une équation , il suffît de savoir trouver les racines 
positi^ws. 

33. Toute équation de degré impair a , pour le moins , 
Une racine réelle positive, si son dernier tmne est négatif^ 
Ou une racine réelle négative , si ce terme est positif. 

Dans les équations de degré pair ,îlj& toujours, pour 
le moins , une racine re^e positive , et uae avrt re négative , 
si lié dernier terme est négatif ', mais sî ce terme est positif, 
on n'en peut rien conclthre pour la réalité >les racines. 

34. Le résultat de la substitution d'un nombre 4; n , i 
la place de :r , dans une équation donnée , est égal au terma 
tout connu de sa transformée en (x^^n). Far conséquent 
^n est ime racine de la proposée, lorsque le dernier 
terme de U transformée en (fc^n) est égal Â zéro. Et 
généralement, la proposée a autant de racines égales à Hhn » 
qu'il 7 a , dans cette transformée , de termes consécutif , 
1 commencer par le dermer , qui égalent zéro. 

35. lia somme du coefficient du premier terme d'une 
équation et du plus grand coefficient de signe contraire 
étant prise sans qn'on ait égard aux signes , et divisée par 
le premier coefficient, le cpiotient p^t plus grand que la 
plus grande racine positive qui puisse appartenir à l'équa* 
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tîon ; et ce quotient s'appelle une Umite de cette plus 
grande racine. 

Si le coefficient du premier terme de Téquation est 
-4- X , le plus grand coefficient négatif^ pris positivement 
et augmenté de Tunité, est une limite de la plus gtande 
racine positive. 

On a , pour obtenir une limite plus approchée de la plus 
grande racine positive , divers moyens qu'il est inutile de 
rappeler ici. Observons seulement qu'on peut souvent y 
parvenir en feisanta:=iox',oua:=iooa;', etc. ^ l'éipiatiou 
en jf pouvant indiquer unelimite de la plus grande valeur 
de a;*, qui décuplée j ou centuplée , etc. , donne pour j? 
une nouvelle Umite beaucoup plus rap;[ffOchée« 

Exemple.^. 

Equationeno;. x*-\- s.x*-\r 3j:*— 45i=:o . 

Equation en a^ = -— . . . x'M-o,za;^H-o,o3A'' — 0,045 1=0; 

la limite en plus de :c' étant 1,0451, celle de x est 10,451; 
et cette dernière est bien plus resserrée que 452 , limite 
indiquée par le plus grand coefficient négatif de Péqua- 
tion en x. Cette limite plus resserrée peut se reconnoîtrtf 
i la seule vue de la proposée, par une simple opération 
mentale. 

Le terme tout connu de l'équation étant divisé par la 
somme de ce terme et du plus grand coefficient de signe 
contraire, prise sans égard'pour les signes, le quotient est 
plus petit que la plus petite racine positive que l'équation 
puisse avoir \ il en est ime limite. 

36. L'Algèbre fournit le moyen de préparer une équa-^ 
tion, de manière que son premier terme n'ait d'autre 
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é6éMcièiit tfoé' Yioâté y et que ks autres coèilcién» s^dai 
toits dès nomtirâs >ntièrs. U en résulte que les équatkms i 
l^ésoudrë penvênt! toutes étié fMmsidérées comme ràmet^ées k 
cette fcAine. -'! 

L'ëquaûcot aîosî préparée ne peut avoir pour racines réelles 
que des nombres entiers ou des nombres fractionnaires irra^' 
tionnelst ^n cénér^l , ces racines irrationnelles né sont sus- 
ceptibles d'être déterminées que par approximation. 

. Sj'. 'L'alg^wèdowle aiuai le moycm de déb^rrasyer une 
^uattoii' <^s. racines égales qo'cUe peut avoir, ensorte qu« 
^ racines: ^ultîpléfl n'y subsistent plus qne comme racine# 
simples. Ainsi les équations à résoudre peuy^it Rtre consif 
gérées oerainc.-&'aif«iit^u«id8sj'aciD«s ifi^fgth». 

â$. CTnê 'éi^iitibn ne pèttt ayoÎT phis de racines lëelles po^ 
"sitives , qu'il n^y a de Tàriatîons dans la snccession des wgnà 
de ses coefficiens; lii |An5 de racines réelles négatives, qu'H 
■hi 5*y uduve de jpaftrwenogs ^^fligotè c teUe aH la fAm^mse 
'fë^'âëDescartes. . ''"■ . ■ ; 

ÂIbsï , dans le cas oà. toutes le& racines de f'éqnation sodt 
réelles, il y a précisément autant de racïneis positives que de 
vatfiïAions deeigae,, «v^u^>^i^ ^ racines nég^tiveis quç de 
-peraaàiwnoes.1' i ■ . „ . 

~ ' £<orst|n'tm Qts 'cbéfficiànà â& l*-éqnation «st zéro^, «t que 
les coefficiens du terme précédent et du suivant sont de 
même signe , l'équation a nécessairement des racines ima>> 
ginaires. 

On peut reconnoître si une équation a toutes ses racines 
réelles ou non , au moyen de l'équation dont les racines sont 

4 
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tes <|Uflrrés des diiTërences des racmes de la prcço^: Bans 
le premier cas, cette ëqaation aux quarrés des différjences 
ii*a que des variations de signe i- tandis qu'elfe a nécessai- 
rement des permanences j si la proposée a des racines imam- 
naires. Mais^e calcul des coefficiens de cette éqtlation est en 
général tellement pénible , qu'on n'est guère tenté d'employer 
ce moyen. 

39. On peut déduire de la règle de 'Descartes, lés, ^ux, 
propositions suivantes : 

1°. Une équation en x^ dont toctt^s les racines sôntirédies , 
a autant de racines ctnnprîses entre zéro et p^ <^'il y a d« 
permanences de signe dans la transformée en Çoi^-^p)^ dé 
'plus que dans Téquation en :r. > 

10. Une équation de cette eispèce pe peut avoir, soit une^ 
jsoît deux , soit n racines comprises entre zéroet^^ si sa trans- 
formée en (x — p) n'a pas, respectivement, une, ou deux, 
,ou R permanences de signe , de plus que l'équation en x*. 

' N. S. Kous avons démontré, dans on Mémoire présenté !i la 
première classe de l'Institut, en 181 1 , que l{i seconde proposition 
est applicable b une équation quelconque ; toutefois, cette propo- 
rtion n'étant pas absolument nécessaire pour l'emploi de notre 
Métbode, nous nous abstenons de nous en servir dans le corps de 
rOavrage , et nous renvoyons ailleurs sa démonstration , qui £era 
jointe k celle de plusieurs autres théorèmes concernant ios .va- 
riations et ïes permanences de signe. ( rofez I'Affshoice, art. i") 
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CHAPITRE IV. 

Es^otition de la nouttUe Méthode. Prendèrt Partie, 
Ca9 où Von nVz betom que à» ceUe partie de la 
M&hod«. 

40* i^ ocs allons mûatenabt exposer successivement les 
divers procédés qui constituent notre Méthode , en téri- 
Toyant aux no* du chapitre précédent , où sont contenus 
.les ptincipes qui servent de base aux résultats que l'oa 
obtient par ces procédés. Four concevoir le rapport des 
uns aux autres , il suffit au lecteur qui ne seroit point 
assez avancé dans l'Algèbre, de tenir les principe^ pour 
démontrés , sans chercher à en connoître la démonstra- 
tion ; et s'il ne veut que posséder le ?nécaniêmc de la 
Méthode, il n*a besoin que de savoir opérer les trans- 
-formations , conformément à l'algorithme du second 
chapitre. 

41. Etant donc donnée une équation en j; du degré m , 
on se procurera ses transformées successives en (x — i) , 
(x — A)>(a; — 3), et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
parvienne à une transformée en ( x — u ) , dont les coeffi- 
ciens soient tous de même signe. 

Cette dernière transfwmée ne pouvant point avoir de 
racine positive ,1e nombre entier u est ime limite de la plus 
grande valeur positive de f inconnue. 
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S'il arrive que la proposée elle-même n'ofire que de» 
:peirrosnence3 dfi . signe , il ne reste à chercher que Ij? 
racines négatives qu'elle peut avoir ^ et on procédera 
comme il sera dit plus bas [44]' 

4a. Lorsque le dernier coefficient d'une équation qui à 
po]ur inconnue {Xr^.p), est égal à zéro , l'équatiou en ?c 
a une racine égale au nombre p ; et plus généralement , 
si n coefficiens consécutifs de la transformée^ à compter 
du dernier , sont égaux chacim à zéro , la proposée a 7» 
racines égales, chacune, à^ [^A]' ^^ cette circonstance j, 
l'équation en {x — p) se trouve abaissée de n degrés. 

A raison de cet abaissement^ il peut y avoir quelque» 
avantage à ne débarrasser l'équation de ses racines égales, 
qu'après avoir opéré les transformations du n*'.4i. 

43. Lorsque le dernier coefficient d'une équation ea 
{x — p) est. de signe contraire à celui de la transformée 
en (a; — p—r), la proposée a une ou plusieurs racines en 
nombre impair, dont la valeur est comprise entre ^ et 
p.-h I- Car les coeffiâens dont il s'agit , e:çpriment préci- 
sément les résultats que donne la proposée, quand on y . 
met successivement J7 etp-f-i à la place de .z:[3ij, 

44. Les racines négatives de la proposée étant , au signe 
près, égales aux racines positives qu'àuroit cette équation 
si les signes dé seâ termes pairs étoient tous changés, on 
fera ce changement , puis on opérera Comme ci-dessns[4 1 J y 
et on obtiendra des résultats analogues. 

45. Par cette prenùèrepartie de la Méthode^ on trouve, 
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(■39.) 

Exemple,... ar*— ïaap^+SSx» — \^^x-\- i2i**=o. 



en (< — 1). . isi+35a4 3S84-i9a+36 

Ca.-0.. 36f 96-I-ICNJ+ 48+ 9 

«n (».— 1). . 9+ «4+ a8+ 16+ 4 

«i(*j— i).. 4+ 16+ a8+ a4+ 9 



eux I — ia+58 — i3a-{~isi.. .1 

CD {x—i^.. . 1— 8+38— 48+ 36. . 
en (a^— 3)...i— 4+10- 13+ 9.. 
«a(aw3)...i+ 0+4+0+ 4" 
en(.i^— 4).;.i+ 4+10+ ia+ 9. 

Les transformées collatérales donnant ici l'exclusion à tont 
'nombre p(»itif, et la proposée n'ayant point de permatience 
. de signe ^ par conséquent point de racine négative, il s'ensuit 
que toutes ses racines sont imaginaires. , 

jiutre exemple.,., x*— r5ar* + 5x" + &r-r-ia«="0. 
Coefficiess des équations ' • 

ax. V— 5+ 5+6— »....eBCs— »+4a+49+»M- 5 

«.C*-0 -•»" .— 4+ 6— S..^. .*•(»»— »>■■-. S+,S+i*-K4+4 

en {x—:t). ... 1+ 3— 3— a— 4. .. .en («.— i). . . . 4+i8+3a+a5+ 4 

■ en (a>-3). . . .1+ 7+»3+ 7— 4- - • -a» («j— 0- • • ■ 4+ 9— il— 3»-a4 

-, «(*>-^)....i+ii+4«+!»+a4. ' 

Puis on fait X ■= — x>î"»z,etc. . ' ' 

Coeffiiciens des équations... . ■ ,. 

cnx.; 1+5+5— Ç— la eo.(*--i)...ia+54+85+ 5i+ 7 

«(x— O...1+ 9+»6+ a3— 7 èn(»,— 1)... 7+ S— S^ioa— 5» 

enCi— a^..i+i3+59+>oH-5*- , ' ' - , 

DVprès les transformées bilatérales, on recoûopit que I^ 
seules racines réelles de l'équation sont 3 et — 1 , à moi^ 
d'une unité près. 

46 L'uniformité des signes dans l'équation en (2, — i } 
ne permettant pas d'attribuer ■^flocune' valeur ^\(^3f — p") 
entre o et i , on peut demander si la proposition inverse est 
également vraie ^ c'est à dire^^^tte'imiformité a toujoit^ 
lien, lorsque x — p n'a aucune valeur positive inférieure à 
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Funité. ^ <^ étoît , on Toii'qae l'emploi des transf<»7nations 
collaiéraks ae fourniroit pas seukmeiLt uû motif «enain d'ex- 
clusion contre des nombres qoi n'appaitienticnt papaux ra- 
cines de r^quation proposée V iilais qu'il iéroit ^ussï çonnoUre 
avec cerûtude les nombres entiers, qui sont;, -^ moins.' d'une 
ui^té près, des Tacines de; cette ëqiwjpp. , 

57 . Pour obtenir la réponse h cette demànt^e , il feut 
: coi^idérer qiKi; si x -*- /rà'a pa^ de Tqleor entre aéro et xm , 

alors l'équation en z^ Ou -^-—'n'ayant pas de valeur snpé* 

rieureh l'imité , la transformée en (z/ '■ — 1) ne peut avoir 
pour racines réelles que des racines négatives. Donc tous les 
fto«èHi» néek simplé»-qùe ' «ette trabsfbnnëé - peot avoir , 
spm de là 'forme ,îj;'-;£^i +*A'j'éf]ii cês1a^^^rs'qçjQnt,ji$- 
sQCJés _qu^ des facteurs . du. . secDn4 < dçgrë ide . V< foraie 
(a^ — i)' + P(z,— i) + Q, (AiP4«t:Q'ëfan>péiirift ^ 
eux-mêmes ) , il est évidentque h ItapsfbciDfe âo' {t,-^ t ) n'a 
pour lors aucune variation de signe. Or, cette • j^u-me. des 
fecteurs du second d^ré a toujours lieu dans la transformée , 
à Itexc^wbd'ànseuî casj âavifir', (x\\à ôù.féqûàtion en 
(x—p) a une bu plusieurs couplesiJç,ja9iqies.iiqaginaiTe& de 
la forme -I-jf;d; V — »j ^«)rte que/iet^ étant l'uii et l'î^tre 
mpiiALws que Tunité., oi^.ait^ </'|j,i— t/^, et çîm: , consé- 
quent ♦< ^. .-, 
En ^fet lorsque . , ■ . ' ; " 
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la partie réelle fi_,. — i ne peut être positive, à moins 

que le dénominateur y* H- p ne soit plus petit que^; ce 
qui n'a lieu qu'autant quey et <P sont des fractions , et 
qu'on a fl <f—y* i ou <p <f( i — f) j d*où il suit que 
9 est alors moindre que ~ ou o,25; ru que ^ est , comme 
on sait , le plus grand produit que puisse donner une 
fraction multipliée par son complément à Punîté. 

Ce cas est le seul qui, introduisant dans la transformée 
.en (Zi, — i) des facteurs de laforme (z^ — i)' — P (z^ — i)-t~Q> 
pourrdit y donner lieu à des variations de signe, et laisser 
subs.'ster la présomption de l'existence des racines entre 
zéro et un dans l'équation en (a: — p), 

58. Ce cas d'exception s'évanouira nécessairement par 
Teâet des opérations ultérieures de notre Méthode , 
comme on va le voir dans le chapitre suivant. Mais il 
suit dès à présent^ du numéro précédent , que la seconde 
partie de cette Méthode lait coonoître-avec certitude, 
tantôt l'absence de toute racine réelle dans Féqnation 
en (x — p) entre o et i ; tantôt l'alternative de l'exis- 
tence de plusieurs racines entre zéro et z , ou de celle 
d'une couple , au moins, de racines imaginaires , dont la 
partie réelle est une fraction proprement dite , tandis 
que la quantité précédée du signe — sous le signe ra- 
dical , est moindre que \ ou o,a5, et même que le pro- 
duit de la partie réelle par son complément à l'unité. 
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CHAPITRE VI. 

Fin de Vexpositîon de la nouvelle Méthode. Troisième 
Partie* 

59. LoRSQO'oiir sait avec certitude que la proposée a 
une ou plusieurs racines comprises entre p etpH-i,il 
reste à trouver une valeur exacte de ces racines jusqu'au 
jjième chififre décimal ; et quand on a lieu seulement de 
présumer leur existence , il reste à opérer la vérification 
de ces racines douteuses. Un même procédé va remplir 
ce double objet; c'est-à-dire que la méthode d'approxi- 
mation pour les racines déjà comiues ^ sera en même temps 
une méthode de vérification et d'approximation pour 
celles qui ne sont que soupçonnées. 

60. Soit qu'on ait la certitude que Péquation en (x—p) 
a quelque racine comprise entre o et i , soit qu'on se trouve 
seulement autorisé à le soupçonner, on fiiit i o(:i; — p) ^ x . 
Autant X — p a de valeurs entre zéro et un j autant af en 
doit avoir entre zéro et dix. Il Ëiut donc, au moyen des: 
transformées en (a;' — i), (x — 2), etc. , jusqu'à celles en 
(af^—10) tout au plus, chercher les racines que l'équa- 
tion en x a ou peut avoir entre o et 10. 

On se comporte dans cette recherche comme dans celle 
des racines de l'équation eax} et l'on parvient de cette 
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manière , soit à trouver la première dt^cîraale des rncines 
dont la partie exprimée en nombre entier p est di^jà con- 
nue jsoit à reconnoître et à véri6er,à moins d'un dixième 
près, l'existence des racines comprises entre/) et (p-t-i), 
quijusques-làétoit douteuse, et qui cesse de l'être, porce- 
que ces mêmes racines ne se trouvent point comprise» 

ensemble entre (pH--^) et (p'ir^--^^f les diffé- 
rences de ces racines enti-*elles pouvant d'ailleurs èlre 
indéfiniment moindres que -r^j soit encoreà détruire la 
présomption occasionnée par des racines imaginaires 
y-f- 1/^ — p^ dans le cas où lé cnten'um ou moyen d'ex- 
clusion mentionné dans la seconde Partie [53],s*est trouvé 
en défaut [Sy]. 

. 61. On parvient, dîsons-nous, à détruire ce soupçon 
1 Taide des équations en (x'— p'} et en {z^— i ), toutes 
les fois au moins que le centuple de la fraction ç est égal 
ou supérieur à ^ ; ou , ce qui revient au même , toutes les 
fois qu'on n'a pas V < t^ï , ou bien ^ < o,oo25. 

Pour s'assurer de ceci , il ne làut que faire attention & 
réquatioQ 10 ( x—p ) = se. liorsqu'une valeur imaginaire 
de (x — p) est/H^ |/ — Ç, la valeur correspondante de j^ 

est ioy4r|^ — 100 9 , et celle de {x — p') est ■ 

(loy — p*)±\^ — 100^, ou bien Z' + l/' — loo^, 
nl'on&it iof-—p' ==/'• On raisonnera donc pour Péqua- 
tîon en {z'r *— ' i ) » comme on a iàit ci-dessus pour celle 
en («,— 1)[58]. ■ 

6a. Ce qui précède va^éclaircir par l'exemple suivant» 
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Soit à résoudre Tëquation.... 

X3 — 5iX*-|-76iX— a655-.o; 
ou bien, X étant égalé à xcai} soit proposée cette autre 

équation.... 

x3 — 5,ix* -\-y,6ix — 2,655 = o. 
L'équation n'ayant point de permanence de signe , n'a 
point de racine, céelle négative. , 
- Coeffîciens des équations.... 

en X 1—5,1+7,51— «,655. . .«(«— i )... «,655+0,355— a,i55—o,855 

^.(j^i)...!— 3,i+o,4"+-o,855... ea (&,—!).. .o,855+i,975-f-i,985+o,i65 
«(iJ^a)... 1+0,9—^,79+0,165. . .en(ï,—i)-.o,i65— «3,935—0,185+1,375 
enCa^^...i+3,9+4,oi+i,a75. 

DoûC zéro est admis comme racine approchée , à moios 
d'une UQÏté près j le nombre i est exclus ; le nombre s est 
à.véï-iQer. 

Fburrapproximatiottdelaraciue admise, soit ioj:=saf^ 

Coeffîciens des équations.... 

' ea x'. I — Si +- 761 — 31555 

' eq (af—i).i..i — 4S -+- 663 -.- tg^^ 
et^ (x'-— a). .'. . I — 45 +- 669. — >3a9 
en (x'—S) ....\ — 4» H- 48î — 804 
en (•x'-^4) . .' . . 1 -^ 39+- 401 — 363 

■ en Ijf-^S-j^ ... 1.-^ 36 -h -336 H-- p. 

Plôo<lic'=5.; d'où^.==o,5.. ," ; • 

- if. £. On v»it que: le» é4|iia(iofl« fcoIIaPêrale* en (/— i) t 
(«l-n-ij) * ttc. sont JLyuiile» dan» celle circopetance , 'parceqiie la 
fraosformée en (z — i) n'ajant ijuVine variation de signe , il 
s'ensuit q;ie a< ne peut avoir iju'upe seule varenr entre o etio ,' 
. x'n'cn ponvant-aToJr ^n'uheéntreeéfo'etun [55J. 
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Pour la vérification des racines douteuses, soit 

10 (x — %)=x' j-rz^ a', etc. 

X 

Coeffîciens des équations.... 

en «* 1+ 9—79+165 ta (»'— 0....i65+i(i6+346+9S 

en (V— 0....i+ia— 58+g6 en (î*,— i).... 96+a3o+i84+5» 

en (i'— a)....i+i5— 3i+ 5i en (!',— i).... 5i+iaa+io6+3S 

tn (i'_l)....,+.8+9+ 35. 

Donc af n'a pas de râleur réelle positive ; donc 2. est 
exclus, et rcquulion est résolue. 

63, Autre exe//ipfe....a:^ — Zx^ — dx^-^jx^-i-Qx-h^—o. 

Coedïciens àca Oquiitions.... 

eii:e 1— S- 3+ 7+ 8+ B...enC»-i)- a+'8+ 69+ 86+54+»» 

•nCa>-i)...i+ a— 5— io+ 6+ia...enC*,-i)...i3+eG+i34+.ai+46+ S 
■ •nCc-a)..,i+ 7+i3— 3— 1€+ 6...ea{z,'i^... 6+i4— 7— 3a-io+ | 
•b(a— 3)...i+ia+5i+88+5o+ 8. 

CoeSiciens des équations.... 

enx=— X...I+3— 3— 7+8— a-..en Çi— i)...a+»— 5— 4+a+« 
to C X— 1 ). . . . i+8+19+13+a+o. 

Donc une des valeurs de .r est — i , et les transformées 
collalciales ne permettent de soupçonner d'autres racines 
téelles qu'entre s et 3 et entre o et — i. 

Four la vérification des racines douteuses positives, 
soit 10 (x — 2) = a', ou x= z +-T- On obtient l'équa- 
tion en x' par une addition convenable de zéros dansles 
Qoelfiaieas de l'équatipa en {x—2). 
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( 46 ) 
CoefiSciens des ëqualîons.... 

■ en a^.. 1+ 70+i3oo— Sooo-^-i/îiooo+Cooooo 

en (x'— i) i-f- 7S+i59<H- i33o— ifii8i5+4l837i 

en C-t' — 2)....i-i-r 80+1900+ 656o — 154080+279553 

en (j:'— 3; 1+ 85+a23o+i375o— 134935+134013 

en {x' — 4). ...1+ 90+3580+19960^102400+ 14145 
en (j:'— 5)... .1+ 95+3950+28350— 543-'5 — 65625 ■ 
en (j^— 6)....i+ioo+334o+:i768o+ ii36o— 88704 
en (x' — 7).. .. 1+106+3750+48310+ 97145 — 36333 
en (jx' — 8)....i+iio+4i8o+6o3oo+3o544o+ii3o88. 
Donc X ix deux Vdleurs, l'une entre 4 et 5, l'autre entre 

7 et 8 ; et parconséquent les racines positives de x iOnt , 

à moins d'un dixième près, 2,4 et 2,7. 

JV. B. L'éqaaiion en ( z.— i ) ou (- ' Izi — V "'*/■"' *!"• 
deux variations de signe , ne peut avoir que deux racines posi- 
tives [533 , et parconséi|ueat (.r — 3 ) ne peut avoir plus de deux 
valeurs eatre o et 1 , ni x' plus de deux valeurs entre o et 10 ; 
les transformées successives faisant ici connaître ces deux va- 
leurs , il est inutile de calculer les collatérales-. 

Pour la Térîfication des racines négatives qui peuvent 
être comprises entre o et i , on fera 10 x = x' , et par les 
transformées successives en(x' — ij,(x'' — 2), etc., on 
trourepa deux valeurs pour V, comprises respectivement 
entre 4 et 5 , et entre 7 et 8. D*oCi il suit que le$ racines 
négatives de x spnt — 0,4 et — 0^7 j à moins d'un dixième 
près, 

64. Les équations en (x'—p'} etenfa'^— i) peuvent 
n'être pas suffisantes pour déterminer Tadmissîon ou la 
Fejetdela totalité des racines douteuses. Alors on a recours 
aux équations en (x'-^p')et en («V — x}> qu'on obtient 
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(47.) 
cà feîsarn. lo .( «'—/)') =«", ^^7 = i^,-, et en procé- 
dant comme on a fait ci - dessus pour les équations en 
(*'— y)«en(«r^ — i). 

Par ce moyen on approche ^ jusqu'à la seconde déci- 
male inclusivement , des : racines dont l'existence' est déjà 
reconnue, en même tems que Ton découvre les ïacines 
réelles jusques -là douteuses , qni étant comprises entre 
fp-H^) ^^ (pH-^^3^) » n*ont point pour communes 
limites Yp -h el_^^^ et ( p + ^~h^-^^) , les diffé- 

V % 'o 100/ \-^ lo * 100 /' 

rences de ces racines entr'elles pouvant d'ailleurs être indé- 
finiment moindres que -77. 

On détruit aussi , par ce même moyen , le soupçon qui 
auroit été maintenu dans l'équation en («' — j?') par lei 
imaginaires [61] , toutes les fois , pour le moins , que loooo ç 
est égal ou siq>érienr à ^ ^ ou , ce (jui raient an même , toutes 
les fois qu'on n'a point ^ < ^-^ -ô 1 o*^ ^^^ ^ < OjOOOoaS. Les 
raisoonemens. «ont ici Les mêmes qu'atix numéros 58 et 6 1(1). 

65. S'il reste encore à vérifier des racines présumées, ou 
si l'on veut pousser l'exactitude des racines découvertes jus- 
qu'à la troisième décimale inclusivement, en voit comment. 
In vérification et l'approximation se continueront par les équa- 
tions en («'"— i?"') et en (*"',- — 1) ^'on obtient en &i- 
sant 10 (x" —p") = «"', et ^J.^» = js">. 

66. En procédant de la sorte, au moyen des éqnations 
en (x" — />"), en {oc'—p^ , etc. etc. , s'il y a Heu, on finit 

(i)" La valeur dé ^ éiaxAjinie, si petite qu'elle soit, ne ponita 
maintenir, à l'infini , le cas d'exception pour tome collatérale 
en(ï^-i). 



,v Google' 



(48) 
par détemiiMr qif elles sont j pannî les nÂôes préuunëes de 
rÀfuatioo (Mopofiée ea x, celles qui doÎTent ^e admises et 
celles que Ton doit exclure (i). Gëiiéraleme«t , on n'est daits 
le cas de FBCOuiir à rëquatioaren (jx^'^—^f^) , qu*autam qu'il 
ùixx\ araii' des Facises exactes jusqu'^ la décinaale vi^^ ia> 
elusivetneat , ou que la pn^xMée a des racines imaginaires 
d^at la partie réelle n'est pas un nombre entier , et dont la 
partie précédée du signe — soiis le signe radical , est moindre 

que —i — ^-^ï;^) encore , dans la seconde circonstance j ce re- 
cours n'est-il pas toujours nécessaire. 

Nons sommes donc arrivés, par notre Méthode, «u bat 
que voa» nooS sammea proposé , (|id est de trouver etac- 
tonent , ji«qa'à kiUe décima qu'on voadra , ks seules 
valeurs réeUes -qui apparûcanent à l'inconnue d'une équaticm 
niHnériqoe d'un d^ré qudocmque j et nous y sommes par- 
venus par le seul oac^tkit des deux premières règles de 
l'ÂrhfamédquB. 



^) Dans tons les cas de mène natare que calni dn N". 63, une 
aheniaiive semblable h celle indiquée ci-ij<sssa8 [56] amèDcra né- 
CMsairanfent, t6t 90- tard, réclaircissement du doute; ou parce 
qu'a y was% une collatérale en (3^1,1— i ) qui , ae pouvant offiir 
que des permanences de signe (vu que 10" qu'est pas ^\), at- 
testera Pabsence des racines réeUes entre /i ^t /> +1 ; on parce que, 
chss des tTBBsibnnées saccessives en {^vf^-^f^) et (j(f'^~p^-^i), 
lei derniers tenues se trouvant de signes contraires (vn que la plus 
petite ^fférence entre les racines est »< ~) révéleront la présence 
des racines rëelles entre /> et^ +1. Faute d'avoir compris ta force 
de ceue altemaiive , quelques personnes ont cru que notre ' 
Méthode ne faisoit que reculer la difficulté. 
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NOTES. 



Sur le CHAPITRE I"'. 

(A) JM DUS avons dît , au sujet Au procède que M. T.a£range 
a proposé pour corriger la méthode des substitutions successives, 
qu'il pouToit donner lieu, en certaius cas, à des'mllliers > et 
même à uu nombre indéfiniment plus grand , d'opéraiious super- 
flues. Soit, par exemple, une équation du quatrifetne degr& 
ajant une de ses racines entre o et i ; une autre racine eofro 
1 et 2; une troisième égale à 4, moins un demi-millioniéme ; 
et, pour dernière racine, 4 > pliis un demi- millionième (on 
prend ici , pour plus grande commodité , une fi'aclion ration- 
nelle ). Dans ce cas , la limite de la plus petite différence des 
racines sera moindre qu'mi millionième. Donc si l'on fait 
P<C iooôooo <Jans la progression aritfamétiqueo,Dj3D,5D,elc., 
Je nombre des termes à subatituerdevra s'élever k plus de quatre 
millions -j tandis que cette même équation pent se résoudre par 
la seule substitution des nombres D,i,a,3,4ct5. Ccife 
extrême multiplicité de substitutions est donc un luxe infiniment 
onéreux \ et l'on auroit , généralement, pins tôt fait d'employer 
snccessivement , pour les substitutions, an lieu de la série 
P , D , j>D , 3D , etc. , la série des unités simples ; puis , eu cai 
d'insuffisance , celle des dixièmes } puis encore celle des cent 
tièmes , et ainsi de suite. 

Ce parti seroit préférable , lors même qu'on seroif fenn ; 
en l'adoptant , d'opérer la substitutiott des nombres de chaquo 

7 
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(5o) 
série compris entre cliaque (erme de la série précédente et le 
terme suivant > c'est-à-dire^ de substituer les dixièmes compris 
entre o et i , entre i et a ^ entre 5 et 4 > ^t ainsi de suite «ans 
exception, etc. A pins forte raison, ce mode de substitution doit- 
il être préféré lorsqu'on a trouvé le moyen de se dispenser de la 
plupart de ces întercalations on substitutions intermédiaires , 
ainsi que cela se rencontre dans notre Méthode. 

- Par le même motif, dans une équation dont la plus grande 
racine paroStroit susceptible de renfermer dans sa valeur des 
dixaines, ou des centaines, etc., on devroit employer , pour 
les premières substitutions, la série des dixaines, ou c«lle des 
centaines , etc. Les termes de chacune des progressions aritb- 
métiques qu'il conviendroit d'employer successivement, peuvent 
élre représentés d'une manière générale par o, lo", a.io" i 
5. 10', etc.; notant un nombre entier positif, on zéro, ou un 

nombre entier négatif. On doit commencer par la substitution 
des termes de la progression dont la différence lO* est-lapuis> 
sance de lo immédiatement inférieure à la limite de la plus 
grande racine positive. Si cette limite, par exemple, étoit 
comprise entre cent et mille, la différence de la première pro- 
gression à employer seroit lo'. I.a derhière pogression à la- 
quelle on puisse êtfe dans le cas de recourir , est celle dont 
la différence est la puissance de lo immédiatement inférieure 
à D j' mais on pourra souvent , , ainsi qae nous l'avons fait 
observer, se trouver dispensé d'en venir . à cette progression, 
et même k fltisîeiirs de ' celles dont l'emploi doit précéder le 
sien. L'exemple allégué au commencement de cette note en est 
une preuve sensible. Quoique les puissances de tout autre nombre 
que 10 pussent être prises pour les différences respectives de ces 
progressions , ce dernier nombre doit, en général, être adopta 
de préférence, & cause de la facilité des calculs, qui résulte 
de ce qu'il est la base du système de numération usité. 

Si les quatre premières racines d'une équation proposée, du 
sixième degréj éloientdes imaginaires dont la partie réelle fût un 
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nombre entier positif moindre que 3, les denx dernières racines 
restant les mêmes qne ci-dessus, c'esl-à-dlre, 4 — t^sstï 
et4+ .oaooop ? >lors trois milUqqSt ft pitu» ^^ substitutions à 
opérer, seroieot rigourensemeot oécessaires pour la résolution de 
l'équatiôti , selon 1* métbodc de M. Lagraoge ; «t cette dure 
néceisllé est encore nn iacont&ient extrêmement' grare; Four * 
résoudre une semblable équation, à moin* tKn'ne unîlé près,'- 
snivanl la nonvelle méthode, il ne &ul qne quelques minutes. 

(B) En parlant db fameux théorème de Descartes, l'illustre 
Antenr do Traité 4f la.Réiolation det IÇquations numériques 
y rappelle que lès Anglais «itfibpeni çet^erègie ^ leur compatriote 
Harriot. 11 est vrai que De8carte$,,de son -vivant même, fut 
accnsé, parles Anglois, de iceite espèce de plagiat, comme ïls 
ont formé depuis une sendilaUe imputation contre Leibnitz. 
Biais en rappelaai. cette accoutton sncannée , .^uî n'a point 
empècbé qne le théorème- doqt il s'agit n'^it été constamment 
appelé là Règle de Deseartast il est juste aussi d'observer 
qu'elle a été détruite par plusieurs Auteurs du dix-septième 
siècle. Le P. Prestet, daiïs ses Elémeu» imprimés en 1689, 
proToqbe, à ce snjet» la cdn^mnisoD deit éceiu.d'Harriot avec 
ceux de Descartes, a £.oraf{ae.M."!WatUs, dit-il, nn peu trop 
» jaloux de la gloire qne ■ la. Frinjce s'est acquise dans les 
j> Mathématiques, vient renouveler cette accusation ridicule, 
» OD est en droit de ne le point croire ^ paisqô'il' parle sans 
)> prenves. M. Hudde, boltandoïs, qui n'est point suspect, puis- 
j) qu'il n'avoit aucun- intérêt ji soutenir rhoaneur des auteurs 
» fraDçois,eat bien, plus équitable dans le jugement qu'il porte 
» de M. Dèscartes ». ' 
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. ._. .^, Ç^i) ^ ,^.^,. , 

Jht 7o chapitrï; n. ' : 

(C) xfouR t'asiarerde U.t" .propo^îtioa [piagft ;i^3^.U saffit 
de £>rmer,le u^lean Aes Koffçfss prfuqièiie^, «çc$Hi$l^.f 4tCi, ^e 
la aoite prppos^je. ■ . , . t .;,(„- h ■.' , 

(internai, i«c., , S»,».,'- 4^t... 

' ii;.. " â'i.! ~"o..; ' Al. .etc. 



*..|:+"'. 



4'a. 






1+ A 



-fi:3ii, ;; ;. 

+ 30. '- ' 



. Suite sàmmaloire 9^. 



ia,. 1 



%iàxM.ii.m.ie.> 



+ 5», 1+ fti» . 
■ 1+ .<h. ., 



tïpfe. ^ommtffoûv m*^. 



1+ '«• 



• + i 



i.m + 3 
m. m + 1 ' '. 



Par où l'on voit clairemeat qae le terme n'^ de la som- 
matoïre m*"' de la saite proposée , autrement , la somme 
m'*^'. des n premiers termes de cette dernière suite , est la somme 
des produits respectif de ceux-ci, pris li rebours, et multipliés 
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^t les. n premiers nombre» figar^s de Tordre m > lesqaels sont 
représeotés par.. .. 

m m.m+t m ("t-fr» — f ) 



(D) Qu'on faSM«|iSDitedaDsJe polynôme a^rh ••- 4-0iA*t 
dR=s t rfr-jf ^ d't^fa j' =?g -* I ; oa recoanoltra faeilemeul ^aosle poir- 
■om« vty on (4:" i)f 1? <\ae le eoeÔicîeat de j^ est la somme 
prenvère des mH- 1 coeUcieos'du polyaorne proposd; a" que le 
coefficient de^'-eit la som^e seconde des m premiers coefficieDS de - 
ce même pQljWHne; tt ainsi de Boite, jusqu'au coefficient de/*~', 
qui est la sommem'™' des deux premiers coeffîcieosde ce polynôme. 
Qnaot an coefficient de j^, on vqit qu'il est égal à celui de «"< 

' C'est de cette manière (qui nous a paru la plus ' simple) qno 
non s j.aTons, prouvé la légiiimité, de notre Algorithme, dans un 
Mémoire présenté ii riostilalen i8o3f quoique nous 7 soyons > 
d'al>ord, aulremcuL psrv«au. .1 : .. 

(E) L'Algorithme do second chapitre ^ ^^ perdant un peu 
4e fa. sknplîcUéy penl ' s'étendre an çaloi^ de la transformée 
en x'fx-^^}' ^ n'étant ^as senlement nne potssance entière 
de 10 f mais na nombre entier quelconque. Il &ai , pour cela, faire 
ar,»j^^ ctjpodr iToir Ict m^Bfâens d« l'équation en a/, mnl- 
itplfer tespectÎTement ceux de l'équation en x, k compter de 
celui de x'j par t^, d*^ c^,... 1^. Ensuite, par de simples addhions 
e't'sdustràcttons, on se procure [b** 3a, a4> ^ 1" transformée 
en x' — rtf dont les coefficiens, k compter de celui de la plus 
liante puissance, respectivement divisés par d'f d', d*,.,. ^f 

deviennent ceux de Téquation en' (•3^'~-3/ ^V ce procédé, 
le nombre dee nultiplicalieus et divisions est diminué, autant 
qu'il se peot. . * 

On trouvera ci-dessous un autre Algorithme, dont celui du 
a' chap. n'est qu'un cas particulier. ( Foyeis rApïBMDics , or*. 4'~')> 
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Sur le CHAPITRE III, 

(F) On b tq [n* 35] comment on peut déterminer, une 
limite, en moins, de la plot petite valeur posîtive, et âne 
limite, en pins, de la plus fj^asde valeur que paisse avoir 
l'incoanue d'une ëqaation. Mais îl est une remarque qni n'a pas 
encore été faite, c'est ipi'on peot déterminer defix limites sem- 
Uables pour les racines réelle^ qa'une éqaation peut avoir entre 
zéro et un; et voici comment. 

Pour obtenir nue limite moindre que la pins petite iracînei 
on use du même procédé qu'en n* 55; c'e«t-à-dtfe, oq prend 
l« quotient du dernier terme divisé par la somme de ce mdme 
terme et da pins grand coefficient précédé d'un signe con- 
traire : ce quotient donne nécessaifemeni une fraqtiofi pour 
limite de la plus petite racine positive. 

La limite de la phis grande racine qtii puibse être cotnprise 
entre zéroetnn, se décomvre&raidftdc la transformée ea(x^~i), 
après qu'on a changé les signes de ses coefficiens de rang pafr : le 
plus grand coefficient de cette équation , aiosi modifie'e, de signe 
contraire k celui de son dernier lerme^ étant divisé par la somme 
de ce coefficient et du dernier tejrme, le quotient est noe frac 
tion dont la valeur fnrpa^se celle de la plaa grande racine ^ne 
la proposée en x puisse avoir entre o et i. Cette fraplioo est le 
complément, à l'unité, de celle qui exprima la limite de la 
racme la plus voisine de séro, que l'équation en (;i:-^ i) puisse 
avoir entre o et — i. Avec un peu de réflezi^n„onapperçoitaisér 
ment la raison de ceci. 

On jugera^ par ta suite de ces Notes, de quelle importance 
peut être cette reœarqfte. 
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Sur le CHAPITRE IV. 

(G) Ir ARKi lea cas sasceptibles d'être résolus par la première 
partie de la DonTeiïe Méthode, on a complé celui où la pro- 
posée n'a ni racines imaginaires j ni plusieurs racines réelles 
comprises entre deux nombres entiers p eip'^^.W peut néan- 
moins se présenter alors une difficulté , provenant de la pré- 
sence des racines commensurables dans l'équation : en voici un 
exemple avec le mojen d'y obvier. Soit l'équation . . . 
a:'-f- «• -T- 5x -f- I = o ; 

on a les coefficiens des équations. 

en X ;..i -f-i— 5+1 

en ( j:— i ) i +4h-;3+o. 

Dans cette circonstance où la proposée a l'unité pour racine ; 
il se pourroit qu'il y eût une autre racine entre zéro et un , dont 
l'existence ne seroit point manifestée par le dernier terme. Si 
cette racine existe en effet , on s'en assurera en prenant la somme 
des trois premiers termes de la proposée i -f- 1 — 5 ^ laquelle 
somme égalant — i , est de signe contraire au troisième terme 
+ 3 , de la transformée en ( x^ i ) » et par conséquent ^ atteste 
l'existence d'une racine entrée et i. 

La raison de ceci est que , dans ce cas, l'équation du deuxième 
degré qui résulte de la division de la proposée par x^ i , a pour 
Ses coeffîciens respectifs les sommes-premières des coefficiens de 
la proposée, à commencer du premier jusqu'au troisième. Ces 
sommes étant i, a, — i , l'équation du second degré est. . . . 

a:*-f-ax — I = o j 
dont la transformée en (x— i) est... . 

(4;-0'+4(*-->) + = = o- 
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Cef fe opération seroit inutile > si l'on savait d'avance que la 
proposée n'a point de racines imaginaires , la simple comparai- 
son des signes decetle équatîonavecceuz de sa transformée étant 
alorssuffisaole pour maoifesterl'existencedel'a racine entre et i. 

Quoique l'exemple employé dans cette note, soit celui d'une 
équation enxdutroisième degré, dont la transformée en Ça: — i ) 
n'a que son dernier ternie égal à zéro> le procédé est général. 
La proposée étant du degré m , et sa transformée en (x- — i ) 
ajant ses n derniers tergies égaux , chacun , à ^éro , il faut 
alors prendre la sommeftdes m-^ i — n premiers coefficiens de 
l'équation proposée ^ cette somme est la valeur du dernier terma 
de l'équation en^ du degré (m^n), qui est le même degré 
auquel la transformée en (ai — i ) se trouve abaissée par l'éga- 
lité i zéro de ses n derniers termes. 

(H) Nous n'aurions peut-être pas dit faire mention » an n' 4^; 
de l'objection opposée à la nouvelle Méthode } mais nous savons 
que cette objection a été faite dans les propres termes que nous 
avons rapportés ; et dès lors il a bien fallu en montrer la frivo- 
lité. Quelles sont d'ailleurs ces Méthodes ordinaires qu'on puisse 
dire pius expéditives , et ea même temps aussi sûres , aussi 
générales que la nôtre ? 
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Sur le CHAPITRE V. 

(I)(JuTRElecrtrtfr/umqtie nous ftroos fait connoître [n* 53] , 
il en existe plusieurs autres qui, sans avoir tons lesaranfagesdu 
premier « pauveat souvent en tenir lieu. Un second critérium 
consiste dans ce corollaire aussi important par son utilité que 
&cile à déduire de la remarque que nous avons consignée dons 
la note (F) : 

Une équation n'a point de racine entre zéro et un , lorsque 
la limite, en moins, de sa plus petite racine , est égale ou 
êupérieure à la limite , en plus ,dela plus grande racine qu'elle 
puisse at'oir entre oeti. 

Soit, ponr exemple , la mftme équation du n* 55. . .-3 

«> — 4x» + îx — . 6 sa », 
Coefficlens des équaticns. ... 

«n « i — 4-f-5— © 

en (x — i) I — I — a — 6. 

Ici ta pins petite valear que x poisse avoir entre n et i , doit 
ttre supérience À f ou ;-, et la plus grande doit être au-dessous 
de j ou 7J la contradibtion qui sb rencontre entre ces deux cob- 
ditioDS &it voir l'ImpoMibilité qu'il y ait des valeurs pdsidvei 
de X au-dessous de l'unité. 

: ■ • ■ . 1 ■ 

(K) A l'aide do critérium que nous avons indiqué dans 
la note précédente , on peut souvent résoudre une' équation 
numérique , sans avotc besoin de recourir aux transformées 
collatérales. 

8 
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Prénom pour exemple la même éqiMtîoD .... 

x'— 4»» + 5a; — 6 s= o. 
Coefficie^S des équations....- 

en œ, i— 44- 5 — C 

en (x—,i )....! — I — a— 6 . 
en (x— 2)....i -hs— I — S 
en (a; — 5)....i4-5H- 6— 6 
en (a;— 4). ...1+84- 19+6- 
.On adéjàpn que x ne peut avoir de Taleur entre o et i; 

La plus petite racine de l'équation en ( o;^ i ) doit surpasser 
f , et la plus grande racine positÎTe , inférieure ki, que cette 
^quatioç puisse aroir , doit être au-deèious de ^ ou f . La con- 
tradiction est évidente, Donc l'équation en (x— i) n'a point de 
Racine positive entre o et i ; et ppr consëqnent , celle en x n'en a 
point entre i et s. 

De mèqie ; les firactions qu'on vondroit admettre comme 
racines de l'éqnation en ( x — 3 ) , devroîent être en même temps 
au-dessus de -j^ ou |) et au-dessous de^, tionditions incompatibles. 
Donc l'équation en (x — a) n'a pas de- racine entre oret i j et 
par conséquent celle en x n'en a point entre 3 et 3. 

L'équation en (as — 5) n'a qu'une racine positive qui est 
manifestée entre o et i ^ par conséquent x a une valeur positive 
entre 5 et 4* Et la proposée n'a pas d'autre racine réelle , va 
qnb n'ayant point de pennanence de signe , elle n'a point de 
racine négative , et que l'absence des variations de signe dans 
latransformée en (x-^4) établit le nombre 4 pe°i^ liuùte de la 
plus grande racine positive de la proposée. 

(L) Un troisième critérium s'offre encore & nous : Une équa- 
lîan n'a point de racine entre xéro et un, lorsque là suite 
formée par les sommes-premières de.ses coefficiens pris à 
rebours , ne préaejtte point de pariatioft de signe. Cette propo- 
sition est une conséquence de notre Algorithme [n* 3o}> car 
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(59) 
il Mt évident que l'absence des rariations de signe dans ceftfl 
mite , entratne cette m6me absence dans la transformée colla- 
térale. 

Aiotî dans la même équation ,qm vient de nona servir d'eiemple^' 
les coefficiens pris k rebours étant. . . . 

-6+5—4+1,- 
les sommei*preniièies sont ...— 6—5 — 7—6; 

d'où il suit que l'équation en x n'a point de racine entre o et i.- 

Ce critérium s'appliqne pareillement aux deux transformées 
de cette équation en (x — i ) et en (a: — 2 ). L'opération qu'il 
exige peut souvent se faire mentalement , et même d'an coup- 
d'œil, comme cela se trouve dans le cas pris pour exemple; ce qui. 
rend ce critérium très-commode, 

(M) Il est encore d'autres circonstances où l'on peut se 
dispenser de calculer les transformées collatérales. 

Lorsque les transformées successives eu (jt — 1)> (x — 9)> etc. 
ont fait découvrir autant de racines positives que la proposée ai 
de variations de signe , on voit que les collatérales en ( z ^ 1 ) v 
( Zi— I ) , ( z^— ï ) , etc. deviennent inutiles. C'est donc sura- 
bondamment que ces dernières ont été employées aun" 54* 

dans la rechercbe des racines positives de l'équation. 1 

a? — 3X — 5=0 ; et au n" 55 , dans celle des racines négative^ 
de l'équation a:*— 5x*+5x* + 6x— ia=;o. 

Dans la première équation de ce même n* 55 > la seule règle 
de Descartes rendoit inutiles toutes les transformées coUatéralèv, 
Â l'exception de celle en(z,— i). Il suffit, pour s'eu convaincre/ 
de jeter les jeux sur les signes des coefficiens de cette équatiott 
et de ses transformées successives. Ou en peut dire autant pw 
rapport à l'équation en x du n* 63 , et à ia% transformées sucoes^ 
sives. En général , il ne fant point perdre de vue cette règle da 
Descartes, dont les applications se présentent fréquemment doua 
la nonv^eMétbode* ' 
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(6o) 
I.orsqu*on est parTeDnàdécouTrirnt — atacinesrJèlleècfttne 
é^oatioa du degré tn, on ne peut supposer que Ui deux restante» 
aient des valeurs réelles comprises entre deux nombres entiers 
p et p~^i , si réquBtion en (x—p-^- 1) n'a pas au moins deux 
permanences de signe de plus que celle en (X'^-p). Ainsi datu 
réqnatioD du n° 46» a^^ 7a) H- 7 = O , lors même qu'on igno- ' 
reroit que toutes ses racines sont réelles , la seule vue des 
transformées successives apprendroit qu'il ne faut chercher les 
dsuk racines positives de la proposée qu'entre i et 3. 

(N) Le critérium qui est indiqué au n* 53 , et que l'on doit 
Considérer comme le plus importadt , peut être généralisé ainsi : 
une équation en x ne peut avoir plus de racines comprises 
entre zéro et n , qu^il n'y a de variations de signe dans l'é- 
quation en( z — -); n représentant une valeur positit^e quel- 
conque'tetz égalant-. 

. Sur 'quoi, il faut observer qu'en faisant 2' ^uc, on a le» 
mômes variations de signe dans l'équation en (V— i)ou 
r^— "i y que dans celle enfz — -) ou (- — -j; ensorte 
qu'il suffît, S0U9 ce rapport, d'obtenir la première. 

' Ainsi la proposée en x n'aura point de racine entre zéro et 
it, lorsque la transformée en (**— i) ou ( - — 1 ) n'aura que 
des permanences de signe. 

, Cette uniformité des signes de la transformée aura cons- 
l^mment lieu , lorsqq'il n'y a aucune valeur de j: entre a 
ft , si ce n'est quand la proposée a une ou plusieurs 
Muples de racine» ihiaginaires de la forme /"db V" — ?./ajan* 
abe Valeur positive moindre que celle de u, et ip étant moîudre 
qne/^u — /) , et par conséquent moindre que—. Ce cas 
d'exception est le seul qui puisse produire quelque, variation dr 
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(6i ) 
ligne dans I« transform Je en ( z'— i ) ; encore n'en nt'Ce pa* 
un efièt nécessaire. 

Dans ce cas, si u ±= i , / est une fracrion ^ et ip est < 7. 

4 

Siu=io jfest eatre o et lO-, et ip est < ^ ou aS. 

Siw^ 100, y est entre o et 100, et ^ est < i^" o** aSoo. 

Et généralement, si a= lO", / est entre o.et lo", et^est- 
< -^ ou a5.io»t"-'). Ceci a également lien lorsque l*eipo- 
santn est négatif. 

Ces résultats se lient avec ceux des n*** 5y ,Gi , 6^} et ce 
critérium, ainsi généralisé, se démontre d'une maniire ana- 

logue à celle du n* 5? : «* ou - est ici %-= o» "^ "a . "I * \ 

ainsi la partie réelle de «' — i est- ^ ^ /^TJ- *~" > q"*ot»*^ *ïui no 
peut dire > o qu'autant que le nombrey est positif et plus petit 
que u , et que j» est <./( u — /"). 

(O) Ai^liquons ceci k l'équation,... - 

Cette équation est la même qui a été résolue an n* 55 i 
à l'aide de se» transformées successires en (a;— 1), etc., 
et des transformées collatérales en (i — i),(z, — 1), etc. 
Il est aisé de reconnoitre [55] que ses racines po8itivea> si 
elle en a, sont moindres que 3. 

Les coefficiens de l'équation inverse en z on - étant. . . 
ijki — 153+58^13+ ij 
teuz de l'équation en z' = 3^ sont. . . 

Ï2I — 5. i5a4-3'. 58 — S^.ia -f 5*» 
on bien lai— SgG-f- 5a3— 534 + 8>* 
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(6î) 
Lef coefficieos de Véqnation en (2'.— i ) » Cftlculés pu 

rAIgorithme , loot 

131 .4- 88 -f- 60 H- lé +4' 
Donc la proposée n'a point de racine positive moindre que 3 ; 
et comme elle n'en peut avoir qui soit égale on sapérienre à 
ce nombre, et qae l'absence des permanences en exclut tout* 
racine négative , il s'ensuit que l'équation en ae n'a point de 
racines réelles. 

L'application de ce critérium n'a pas le même résultat dans 
l'équation suivante. ■ . . 

x* ^ 3, la^ -4* 0,4»^ + **855 = o , 
équation dont la plus grande racine positive , s'il j en a , est ^4* 
Les coeffidens de l'équation en 2'= 4z = - * sont. . . . 

o>855 -H 4 X 0,41 — 16 X 3,1 + 64 , 
on bien...- o,855 + 1,64 — 53,6 -(.64. 

Ceux de l'équation en ( z'— 1 ) sont. . . . 

o,855 + 4,3o5 — 37,755 4- 33,895. 
Donc la proposée en xa, soit unecouple de racines positives; 
soit une couple de rficioes imaginaires dont la partie réelle est 
entre o et 4) «^ <^ont 1^ partie précédée du signe —sous le 
signe 1/ est < i ou < 4» 

Si l'on fait attention que les coefficiens de cette proposée sont 
les mêmes qpe ceux de la transformée en ( x — i ) du n* 6a , on 
appercevra aisément que c'est un cas d'exception semblable k 
celui <^ue présente J'équation en x résolue flans fie numéro. 

(P) Le problème de la résolution des &]uations numériques 
étant réduit par la nouvelle méthode à la recherche des racines 
d'une équation comprises entre zéro et un , il est avantageux 
de multiplier les moj^ens de reconnottre l'absenca de toute ra- 
pine réelle entre ces deux limites : ea voici donc un quatrième* 
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( 63.) 

,On prendra la somme des cocffidens de signe contraire à 
-celai du dernier terme ; si elle n'est pas pins grande que ce 
terme , od en couclara évideinment que l'eqnation n'a ponr 
ncine aucune valeur entre o et i. 

Ce mojen m simple , appliqué snccetsivement aux diyerses 
4ransfarmces, suffît qnelquefois k la rësolntion' d'une équation. 
jReprenons l'exemple déjà enq>loyé. ... 

a?*— 4'H-5x— 6=P 
Coeffiçiens des équations. . . . 

en X......... . I . — 4"i* 5 — 6 

en (x— i)... I— I* — 3 — 6 
en (x— a)... i+a— i— 8 
en (x— [3)... 1+5+ 6 — 6 
en (x— 4). ..'1+8+19+6 

. An premier conp-d'œil jeté sqr les .coeffiçiens > on reconnolt 
.à l'aide de ce quatrième critérium , que la proposée n'a point 
rde racine réelle entre o et 5 ; et par la règle de Descartes , 
on voit que la proposée n'a qu'une racine réelle, comprise entre 
3 et 4- Cette seule règle, d'ailleurs, snfBsoit pour indiquer 
l'absence de toute racine réelle entre i et 5. 

(Q) Si l'essai du moyen précédent n'a pas suffi, on peut 
anssi prendre la limite, en plus, des valeurs positives que 
l'équation peut avoir pour racines entre o et i , en la manière 
indiquée par la noie (F), suLstiloer cette limite à la place de 
l'inconnue dans les termes de signe contraire k celui du dernier 
terme, et prendre la somme des termes où la substitution a été 
faîte. Pour que l'îoconnue puisse avoir quelque valeur entre 
o et I , il faut évidemment que celle somme surpasse la va>> 
leur du dernier terme. Ce moyen est d'une application assez 
facile , quand la liante dont 11 s'agit est une fraction dont les 
Jeux termes n'ont, chacun, qu'un seul chiffre; et il.e6t souvent 
aisé de s'en procurer une semblable. 
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( £4 ) ■ 

«pria !• jdutqgenei^t clps; ugnea dsi tenoeé d« raag pair ^laus 
Jm é(lBaf ions ab ,(3:^-9 i) et an jt, «n aara demx ^qoatioitt «n ^ 
et (^—1)» auxquelles on pouMB àppl^ner l«s laAme* itfoyeoa 
iodiquet xlans 1m volea ju^édeptef , poor xiMnifeater l'abseoce 
dei tÊfânt». rjelk» ootn saro et ua dia» l'^qoation en ^ 9 «l 
par conséquent dans celle en ^. 

(S) Ces divers aoaycna tendant à diminuer beaucoup Ie~ 
nombre des ope'rations, ne doivent p^ é,tre n^lig^9 dans l'uspgd 
de la nouvelle Méthode. Néanmoins il pourra paroltre conve- 
nable de ne poiot embarrasser les commençans par trop de 
détails, et de les èMrCèi d'abord i résoudre leS équations par 
les seuls procédés îijdiqués daûr lecorps de l'Ouvrage. 

(T) Un criiefiufn d'vP^ fjtt^ graudfi imppi;tance est celui 
qui résulte de la seconde proposition du n" 39 > une fois admise 
eo principe' généraA jioàr nue équatîon quelconque. Alors le 
critérium au n* 55, par lequel nous avons suppléé à celui-ci^ en 
devient Vauxiliaiw, et Foa n'est plus obligé d'y recourir aussi 
.Bouvent. 
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(65) 



Sur le CHAPITRE yi. 

(D) U'APRis les équations 

10 (*-/;)= a", lo (:£'—/)=*•,... r . io(a!<"-.'>— ;.9^'>) =*»,- 
on recooioft aisémeat que 

n est donc fiicile de passer , respectiTement , des équations 
en(x'— p'), (^—p'), (*•—;>'), etc. ani équations en 

(^-p-£.\(:,-p-l.—C].(a:-p-^-lL_JL.\,^. 
\ '^ lo/' \ '^ lO lOO^' V ^ lO 100 looo/' 

. Généralement > les coefficiens de l'équation en (^'"^ — p^''*) 
du degré m, divisés respectiremeot; à compter de celui de la 
plus haute puissance, par (lo')*, ( lo")', . . . ,( lo")", deriennenÊ 
Ie« coefficiens de l'équation en (ai— ;p— ^— .. . .. — ^-i)- 

Ainsi le terme tout connu de cette dernière équation est 
égal 'an terme tout connu de celle en Ça^'^—f^^) , divisé par 
10™. Par conséquent, le dernier terme d'une transformée en 
^o/^'— ^("i}, divisé par lO**, est égal an nésaltat que donne le 

nombrerp4-^H-'"--f--^) substitué & x dans l'équatios 
proposée. 

(a) Il résulte de ce qni précède que les transformées en 
(x — p) , (x'— ;/) , etc. , sans autre opération ultérieure de 
calcul que le placement convenable de la virgule indicative des 
décimales ^ donnent arithmétiquement les valeurs de l'ordon- 
née jr f correspondant aux valeurs entières et décimales de 

9 
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( «^ ), 

l'abscisse x , dans la courbe qui a pour équation. . . .- 

A.X- H- A.,31^' + A^,x' -*- A»x'= jr. 

On ne s'arrêtera point ici à montrer comment la considé' 
ration de ces râleurs numériques, àey peurant contribuer à la 
résolution d'une équation numérique. 

(b) Une antre conséquence est que les coefficient de^l'éqaa- 
tionen(x^*'—io)>respectiTement divisés par 10% io%io»,...io", 
deviennent ceux de l'équatlbn en ^a:*^''^— ;p**~'* — i)*, c'est-à- 
dire , l'équation en {as' — 10 ) , ainsi: modifiée >-deTJ)ent celle en 
(x— />— i)î l'équation en (a;'— 10) devient pareillement 
celle en (a/—//— »), et ainsi de suite. Cèiasvproure généra- 
lement par l'équation io(*^"~'' — ;?t"r'>) ^x^^ïj d'où y 

scf^i~~ i«E= io(-x<«~"— p<— >— r). 

Or cette conséquence mérite quelque attention , en ce qu'elle 
£>arnit au oalculatenr- un con/nf/f , on> comme on s'^cprime 
en, Arithmétique , une preuve de la justesse des calculs relatifs 
aux transfonuées successives. £t pat cette raison , lorsqu'on 
attache quelque importance à éviter les erreurs, et que les 
màmes opérations ne se font point concurremment par deux 
cajculatèurs qui' se servent mutuellement de contrôle « ilcon- 
TÎentde continuer les transformations ju«qn'à>celle.eti (x^*^— lO) , 
quoique , san8ceraotif> on fât soureot dans le caa de s'arrdter 
pdus tâtk 

Prenons pour exemple l'éqnslian du .cinquième degrédu &" €3. 
On a pour les coe£Elciens de ses transformées'. . . . 

en (x— a) i-\- 7 + i5 — 5 — 15+6. 

en (j: — 5) i + ia + Si -j_884-5o+8. 

On s'est trouvé, dans le cas de faire. 10(3;' — a^^^^af, et de 
calculer les équations en («'— 1),, (V— a)j.etc. , jusqu'à 
celle en ( «' —8 ) j raais-pom' s'assuiei qurilu'/ a point d'erreur 
lie calcul dans ces tra&sforauUions>;il£uitle8.continuer.juiqu*i 
j'équatioa co ( a>'-~ 10 ). 
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( «7 ) 
Coefficiens des transformées 



en. (a/ — 8)....i+iio-f-4i8o-f6o200-fao544o-fii5o88 

, en (a/ — 9)....i+ii5-K63o-j-754io+3388a5+385oi9 

en (x'-— lo).. ,.i7f-iao-|-5ioo-|-88ooo-4-5ooeoo-{-8ooooo. 

Les coefficiens de la transformée en (x*— lo) respectiremeot 
divisés par io% lo", lo', .... lo", deriennent 

, -f- la H-5i H-88 + 5o-f-8; 

ils se réduisent , comme cela devoit être , à ceux de la transfor- 
mée en (a; — 3). 

(V). On an, dans le Chapitre YI, comment une même 
méthode noul sert à amocher davantage d'ane racine déjà 
manifestée, àmoios d'nne ngitéi près entière on décimale, et 
k opérer ^multanément la vérification et l'approximation des 
racines qui restent encore à déterminer. Cette unité de méthode 
a été pteacrite par la nature même de la chose , dans le dernier 
cas j et il a para convenable de la conserver dans le premier , 
autant |>onr ne pas déroger à la simplicité des moyens , que pour 
ne point multiplier les méthodes sans nécessité , et pour conserver 
daos tous les calculs l'espèce de preuve on de contrôle mentionné 
dans la note précédente. 

Voici néanmoins un oouvean {«océdé d'approximation que 
nous proposons pour le premier cas , c'eat-àrdire pour celui oft , 
à l'aide de deux transformées successives en (^ — n) et (Ç-^ir^i), 
et en cas de besoin, de la collatérale en (^,— i ), on a reconnu ' 
Texisfence d'une seale raeino comprise entre o et i , pour 
l'équation en C^^-^r), et par conséquent d'une seule comprise ' 
entre ic et « + ^ > pour l'équation en ^. 

(a) Soit ^ = -9r+Ç, , ou Ç — ir ;==: ^i ', soient respectivement 
ir, et n, tes limites , en moins et en plus , de la valeur de 0. 
comprise entre o et i , détenninées conformément à ce qui a été 
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(68) 
dît iplas bani [noie (F)]. Ou peut prendre , ou *,, on FT, pour 
deuxième Taleur approchée de Ç, ^ les premières étâut zéro et un ; 
et par conséquent 'X ~^1C^, ou '?( -i-U,, pom deuxième valeur 
approchée de ^. 

Supposons d'abord qu'on veuille approcher de la racine par 
des valeurs de plus en plus convergeâtes , qui soient toi^bars 
inférieures k la valeur exacte. 

On fera Ç, = •*. + ^. , ou 0, — *, = Ç, } cm passera de l'éqaa- 
tion en Ç. à celle en Ç. [voyez la note (E)] , et l'on déterminera 
la limite , en moins , de la valeur de ^, comprise entre o et i . 
Cette limite étant représentée par v^ > la troisième valeur appro- 
chée deÇsera-Tr-h-f.H-*^ ^ 

On se procurera ainsi snceessivament les équations en 
?s» ?4»- • -Çtî et l'on aura ■jH-ir,+5r,+. . .-f-*, pour la (f+i )'*'~' 
valeur approcbée de 0. 

Supposons maintenant qu'on veuille approcher de la racine 
par des valeurs de plus en plus convergentes, mais toujours supé- 
rieures à la valetir exacte de ^. 

On passeradel'équationenÇ, âceIIeen(Ç, — FI, )> puis faisant 
?, = n, — S, ou E=— -(f, — nj, on obtiendra l'équation 
en S, en changeant les signes des termes de rang pair dans 
l'équation en (^, — n,). Il ne restera plus qu'à obtenir des 
valeors de plus en plus convergentes , mais toujours inférieures 
à E; de sorte que la valeur' de plus en plus approcbée de 
(n,— H) ou 0,, et par conséquent celle de ou *+?,, de- 
meureront toujours plus grandes que la valeur exacte. Ces 
approximations vers la valeur de S se feront de la mêm? 
manière que dans la [semièfe supposition. 

(b) Prenons pour exempte cette équation que nous avons d^ 
résolue [ML à moins d'une unité près.... 
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(6g) 
Osa fronv j' pour les coeffîciens Jo Kl transfonaées; ... 

en (aj — a)....i +6-4- lO— I' 
en (Jî — 5). ...i+9 + a5+i6. 

n résulte de ces transformées que réquaiion en (a:— a) a 
une racine comprise entre o et i , dont les premières Taleurs 
approchées « l'une en moins ^ l'autre en plus, sont, respective- 
ment , o et i . Mais > en outre , ces deux transformées fournissent 
immédiatement les secondes valeurs approchées de cette racine , 

qui sont — r — on ■- pour la videur en moins , et -r-rs ou -r- 
* 1 4-10 II "^ ' a5-f-i6 4> 

pour la valeur en pins. [ Voyez la note (F).] 

On vc^t donc , en se bornant aux valeurs approchées en 

moins, que les deux premières sont, pour la proposée.. >.; 

3 et 3 + — j ou— ^ ou bien 3^0909090909 

'Onreconnotlra ci-après que cette dernière valeur est ezacfa 
dans ses deux premières décimales. 

Il faut maintenant^ en faisant x— 3=:^,, passerdel'équa- 
lîon en 0, à celle eo ■$, ou ( Çi— -'-}• On peut employer i 
oet effet l'Algorithme modifié [note (£)], de la manière 
suivante. 
Soit 1 1^, =: ^', : on a pour les coefGcîens des équation?. . . . 

en Ç' ..., .1+6.11 + IO.II* — i.ii' 

ou 1+66 +1310 — i55i 

en (r.-i )..... 1+69 +1345 -54. 

Substituant k %', — i sa valeur iig.— 1 , ou 11 ^Ç.— JLV 
et Ëûsant ^1 — — ^ Ç, , qn a pour les coefficiens de Téqvatlon. ..• 

enÇ,...,ii» +69. Il* + 1345. II— 54. 
ou i33i + 834g + 1479^ —54* 
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(70) ■ 

La Umtfe ;.n mok> , de ?. «t j^^î^ ou -|L=_^ .. 
limite & laquelle on pent substituer , pour [dus de tlmplicité « 
-^ = — î-T = o,oo56365636 

Aiusi la troisième valeur ^prochée dp ce est... 

a + ^ "*" fHÏI ' °" ^> °™ ^""^ 2,0945454545. . . . 

Kont feroas voir qoe «ette râleur est exacte jusqu'à la qua« 

tnhn\B déçÀoiale i^lus^re^nenC.. 
Oa passe ensuite^ êo la u^mfs i^fjôère , de l'éqiutioB « Ç. à 

&eU« iSn, ^ ou ^Ç. ~g\ FaiwDt 1 1 .aS^.sx^., et mbstituant 

dans l'tiquation en Ç> > on a pour les coefficiens des équations . . . 

eM ÇV. I +69.35+ i545.a5'<—54.a5* 

ou ...r + i7»S +840635 —845750 

eii(Ç\— 0--«->H-'728 +844078 —1399. 

SulfsUtaaot àg'.—- 1 s^ralew 1 1 . a5)S,-r- 1 , on 1 1 . aS (if , — ^^77^). 

e^ fiiMqt Ç,-r -- 'jg =s Ç* « on a poui 1m dœfficienc de l'dqna- 

tion 

en ^j....' II». 35^+1738. ii'.a5'+«44078.n. 35— 1599, 
ou 30796875+15763750 +333i3i45o —1599. 

La limite, 91^ jiioi^j A^-^s est...- 

KUis on peut, pour simplifier, lui substituer...*. 
1 • •! ■ 
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(7») 
Aioit la qvairième valeur d« x, appneliée s» omAm-^ ett. • • • 

m ai0945454$4545...-H>,oo«M6oi68i9... , 

on bi«n.. . .a^0945âi46i5&4. . . ., 

et cette dernière nleiv eatexaMe jusqu'à la Deu«Hfm« <M<JliDktfe 
ù(jiMiT«meDt f coitune onle verra plut bas. 

(c)i Le« valeurs ^prochée» de- cette mëitM ra6ine> ealen* 
lées par Newton , suivant le procédé qui loi apparUêot > flairt< . . • 

a 3^1. ... 3,0946. • • .a^09455i47' • •• 

M. Lagrange a aussi <;a1cuIÂ'j suivant sbn procède « les vàléiirs 
approehéM'dfî dette racine, en fraclloiis continues, altematï- 
veineiitplû»[tetires'et{iltu gr&bdcB t^ne^l:. Lcsréaultats'sont. . . • 

7 ' Tï ' 11 ' 91 ' 53 ' 74 ' â^ ' 349 * 6M ' 7*37 ' 

La dixième de ces valeurs, ^-^^/ qui est approchée' en [dus j, 
éiaut réduite en décimales , devient aj09455i4865. 

Les Valeurs approchées en moins , trouvées suivant le nou- 
veau procédé que nous indiquons dans cette note , étant. . . . 

+ 1 aS' ,1.1 StÇ ■ ï . 1 . » ■. 

— ou — .. .a H — pOU-^.-.aH — H — =H — -^ — ?, 

oubiena^o^ô^ogog.... .3,69454545 ..a,og455l48i564.. •, 

on voit que ce procédé a donné des résultats un peu fins oxKtS: 
que celui de Newton , et qu'il les a donnés plus pronipt,einc9it. 
qu'on ne les obtient par le procédé de M. Lagrangie. . 

En outre, ce procédé est général et sûr, et la méthode de 
Newton n'a pas ces avantages. <£d général ^ l'usage de cette 
y méthode n'est sûr , dit M. Lagrauge , qne lorsqge la valeur 
■» approchée est à la fois ou |dus grande bu plus petite que. 
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( 7î ) 
» chacune des racines réelles de l'éqnation , ef qne chacune des 

V parties réelles des racines imaginaires', et pu conséquent, cette 
y méthode ne peut être employée sans scrupule que pour trouver 
y la plus grande, ou, la plus petite racine d'une équation qui 
* n'a que des racines réelles ou qui en a d'imaginaires , iu#is 

V dont les parties réelles sont moindres que la plus grande 
>' racine réelle , ou plus grande que la plus petite de ces 

» racines en regardant, comme on le doit, les quan- 

s tités négatives comme plus petites que les positives , et les 
» plus grandes négatives comme plus petites que les moins 
y grandes. ( De la Résolution des Equations numériques « 
» page i4i')* 

Si l'on emploie , an Heu du procédé de Newton, la méthode 
d'approximation tirée des séries récurrentes , on trouve > pour 
les valeurs approchées de :t:, dans l'équation ac*— az— 5 = o...» 

4,089. . . .3,09467. . . ^3,094549. . . .3,0945515. ..eto. 

On ne pqurrolt , ainsi que l'a prouvé M. Lagrange , emplojet 
généralement cette méthode d'approximation pour chacune des 
racines réelles d'une équation quelconque , qu'autant que l'on 
ConAoitroit d'avance une valeur approchée de cette racine , 
telle que la di£Pérence entre cette valeur et la vraie valeur de 
la racine Cât moindre en quantité, c'est-à-dire, abstraction 
faitie des signes, que la différence entre la même valeur et 
chacune des autres racines , et en même temps moindre que 
la racine quarrée de chacun des produits des racines imagî* 
naires correspondantes, s'il y en a , diminuées de la même 
valeur. Autrement , cette méthode ne sert qu'à trouver la plus 
grande et la pins petite des racines réelles *, encore faut-il que 
Ife quarré de la plus grande ou de la plus petite racine cherchée 
soit en même temps plus petit que chacun des produits réels 
des racines imaginaire» correspondantes, et qu'on ait quelque 
raojen de s'en assurer, [Ue /a Résolution etc., pag. 147, i5i]. 
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C 73 ) 
( d ) Nous avons indiqué -plas bant comment on pourrait so 
-piocurer une suite de râleurs approchées de l'inconnue, conTer- 
gentes en plus. Mais pour éviter des calculs Inutiles « ou peut^ 
au mojen de quelques opérations ajoutées à celles qui ont donné 
les équations en ^,,^t, ^3,. . .^, , obtenir une limite , en plus , 
de Ç, f et par conséquent dé toutes les valeors approchées de , 
depuis- la première jusqu'à la v'^'. Nous prendrons d'abord 
nnexemple particulier, et noua traiterons ensuite ce si^et d'un* 
manière générale. - . . 

Dans l'exemple qu^nousaserri, on a trouré -^r— 7 ou - v - ^ - jg -,' 
pour la valenr de ^3, c'est-à-dire., :de la limite, en 'moins, 
de Ç,. Faisant donc Çj z= ' Ç'j, et calculant les équations 
en Ç', , ( ç', — » ) » ( C'a — 3 ) > on trouve pour les .coefiRciens des 

équations. ... 

en ( '3— O...i3^i+i^77iio49+4o8,9986o3io4907— iao4975f)756 
enCS'i— a)-i33i+i3877a3o4a-|-4o9ooi398548998+4o83R79Sio675ai.- 

Puis on fait io.'(Ç'j— 1 ):^Ç"ji etTon oblienl les coefficieni 
des équations. ... 

en^J i33i + i3877aio4i}opp+4o8998Sa3iQ4907oooooo— iao4<)7.'î)î755ooocooooo 

•n(i'3— 0"-i33i-fi3877aio5a99i+4o89986a588o343.o[993+39S94886473Sb"aeo5o33i.' 

Doue la liiiiile, en plus, de g", est..., 

4oSqq8 •---••••■ „„ 4°P99 « ■ 



40899B ....+53^3^ 805897.. 



On peut donc, faire ^'3 <|g-?; et par conséquent.. 

^°9 ■ et p. <- — ! u ---^ 

o ' "* ^' ^ ibÔgaS ^ iSSaaS.S. 



8o5ooo ' ^' ibSgaS iSSgaS.SoSpoo- 



Donc, en se tenant' à cette 'dernière valeur. ,..l*erreur,. est 
■403 



moindre que -jj- v^ - g — ■ on, o,oooooooo3o6a. . 
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fiim pins , dam r«x«mpte qui «ot» ooeups, il vnffii de jefer 
le» yeviT Bttr les «o^fficims de l'équatùa en ^3 pour lecnmoitn 
qu'ttift 

r> < -j^ » *t P« cemséquent f , < « -f-t^ ^ 

®'" " ^» < TœiïS + itiSgaSoooo ' 
donc l'erreur eat moindre que 0,0000000006036819.... 

Il Suflfisoît mdraa de l^qnation en (^g-*- i ) poor s'assoror d'un 
tel résultat , puisqu'à la seule iospection des ooeffîcien» de cette 
^aation , od peut recooDoStce que l'on a Ç'j— i < ' '■■ 

CeK« même équatton Mt tout ^e {'>— i est plus grand 
que v^ ; dmc on a 

«n > 0,000006026819. .. -|- 0,00000000014^'- ••• 

ou bien > o,oooo0€ii>^6gi6 

-Od a de l'autre part 

on < 0,000006026819... .-f-o>ooooooooâ6o36.... ' 

on tnen <o,ooooo6oa7^.... 

Ici la diffSrmce des deux limites est 0,00000000046. ... 

Donc , si l'on .pread tine des làeux limites pour la vedeur 
de ^1 , l'erreur ne peut avoir lieu qu'à la dixième décimale. 
. Ainsi U râleur exacte de 2, dans l'équation «'— 3^;— S=:0»- 
est entre 

• â,09455i48i3 ^ 3,io9455i4844 

et même entre. .. 

3,0945514815 .et 3,0945514819 

En prenant le premier de ces nombres j on l'un des dem 
derniers , pour la valeur approchée de j; , on est «ssnr^ qne 
cette valeur'est exacte jusqu'à la nmiri&me ' décimale / inclus!- 
▼ement> cooune ntins l'arons annoncé plus haut. 
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On est égalameoi asniré par ce moyeui qae I^ denxî&me et 
troisième valeurs approchées en inoias > que nous avons trouvées 
ci-dessus pour x, sont , respectivemeot^ exactes jusqu'à la qecQode 
et à la quatriërae<décimale , inclusirement. 

La (Jixîferae approximation , snivaDt le procédé de M. Lagraoge, 
a bien donné la huitième décimale exacte , maîi l'exa^slitude de 
cette décimale n'est pas assurée par ie procédé même , vu qu'il 
inditfne pour limite de l'erreur t OjOooooQpi€$ . . .) ^'o^ U réspitf 
que la valeur de x est comprise entre. . . . 

3,0945314703 et a,09455i4865. 

et que l'exactitude de la valeur approcli^ n'estgarantie que pour, 
les sept premières décimales. 

(e) Voici m B intenant comment on peut procéder d'une ma* 
nifcre générale. 
Soient 

Ç. = Xi*.p=^ietKX:^X'. 

X n'ayant qu'une valeur entra o et i ,X' n'en a qv*wie4eul» 
entre o et K. 

On se procurera donc les deux transformées «a (X'—V) 
et (X' — F — i) dont les termes tout comias «oat de «ignec 
contraire»} P' étant < K. 

Ces deux transformées fournissent déjà une double lianite , 
en plus et mains , pour ( X' -r— P') , «t par csntëqusnt pour X. 

Mais pour avoir des limites plus resserrées, on fera 

io"(X'— P')="X'ietcomme(X'— •P')ix'aqu'une seule valeur 
entre o et i , X' n'en a qu'une seule entre o et 10*. 

On ae procurera donc les deux transformées en (X*— F*) 
et(X'— P*— i) dout les termes tout connus sont de sigue» 
contraires; F' étant < 10", 

Ces deux transformées donneront nnje double limite , 1^ plus 
et en moins^ de (X*— P*), et par cw*^eQtj^^'^t<l*X> 
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Soit la limite ejr moins = -^j et U limite en plua=-^. 

On aura , X'— P' > -jl^ , et < -j, ; 

d'où X'>P'+-^,et<V+-^; 

et X'-F>-îl;+-i-, et <-^ + -i-;; 

jo lo'K lo io A 

d'oà X'ou'KX>P'+-^4-^-., et<P'+-^H ^-.i 

et enfin X > Çh ~ H — 

et ■ . X<Ç+^^H — . 

Si l'on prend pour X une de ces deux limîles ; l'erreur sera 
moindre que leur différence, qui est — ^ ( k^' )• 

Soit N'-f-i le nombre de chiffres que renferme le nombre 
entier K. Il est évident que l'erreur sera < — ~^:^,; d'où il snit 

que si on veut obtenir , par ce procédé , une valeur approchée , 
exacte jusqu'à la n'^'"' décimale an moins, il faut', pour en être 
généralement sïir, prendre v = n — n'. 

C'estaiusique.daDsl'exempledonton s'estservi, K ou lôSg^S 
étant composé de six chiffres, d'où m' = 5, on a dtl faire N=3, 
si l'on a prétendu avoir une valeur exacte jusqu'à la huitième 
décimale.' 

. Dans ce même exemple, P* s'est "trouvé =0 , et P'= i i ce 
qui a. rendu le calcul trfcs-expédltif. En pareil cas , si l'on s'en 
tient à jt po"^ 1^ valeur dti X approchée en moins , l'erreur 
est toujours moindre que ■ ; et pat conséquent < — j;^^,, 

' (ff Ce" procédé pourroif être étendu à la recherche de plu- 
sieurs racines comprises entre deux nombres entiers consécutife , 
et l'on tîreroitpour'lori un assez bon parti ■ du' cr//^r/i/À qns 
nous avons -généralisé dans la liotB (N). Mais il nous-paroit 
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inutile d'enfrer dans ces détails. Notre principal objet dans cet 
Ouvrage , a été de présenter , pour la résolution des équations 
numériques , une Méthode qui filt praticable , comme mécani' 
çuementi la science du calcul pouvant', de même que les arts, 
avoirses manouvriers , et en tirer > dans des travaux en grand , 
de notables avantages. Sous ce rapport, notre Méthode générale 
iera peut-être préférée au procédé particulier que nous donnons 
ici , surtout si l'on ne veut avoir des racines exactes que jusqu'à 
la seconde ou troisième décimale. 

- (g) L'évaluation des racines en fractions continues j suivant 
le procédé de M. L^range , est particulièrement recomman- 
dable, lorsqu'elle fait connoitre les facteurs commensurables 
du second degré dans un polynôme qu'on se propose de décom- 
poser en facteurs de ce degré. Mais quand il ne s'agit que de la 
résolution, proprement dite, d'une équation numérique ^ >:e 
procédé ne nous paroît pas préférable à l'approximation en 
nombres décimaux , soit pour la commodité des calculs, sott 
pour -la rapidité de l'approximation. De plus ^ la méthode de 
M. Lagrange et la nôtre étant de telle nature qu'on y. procède 
simultanément à ta vérification et à l'approximation des racines, 
il semble que c'est surtout à ces deux Méthodes que l'évalua- 
tion des racines en fractions continues ne sauroit être générale- 
ment convenable. Par exemple , dans celle de l'illustre Géo- 
mètre , si le nombre D ,- ou la limite de la plus petite diffé- 
rence des racines , étoit un millième , il est évident que chaque. 
racine seroit tout -à la fois reconnue et appréciée , à moioS' 
d'un millième près. Or il paroit infiniment dur, lorsqu'on a 
obtenu par des milliers de substitutions, une valeur aussi ap- 
prochée , d'être forcé de rétrograder jusqu'à la valeur du plu» 
grand nombre entier contenu dans celte racine, pour .chercbec 
une nouvelle évaUiation en fractions continues. 

C'est par un semblable motif , .joint .à quelques autres^ 
que nous a'aToiis pas cra devoir, adapter ce procédé à n^re 
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Méthode; et ce molifsemble plus décisif eocoredaiit la Méthode 
de M. Lagraage , qui exige un bien plus grand Dombre d'opé- 
rations pour la manifestation des premières limiles des racines. 
En effet » lorsque D est , par expinple , un millièaie , on ne 
peut > suivant la méthode dont ii s'agit , découvrir deux racinea 
moindres que l'unité, telles que o.gao... et Ot93i...f qu'au, 
mojen de neuf cent vingt-deux substitutions, tandis que le 
nombre des transformées exigées pour le mftme objet dans la 
nouvelle Méthode , égale seulement lo H- ^ + > , c'eat-à-dire , i5. 
En un mot , s'il faut découvrir une racine ajant n décimales , 
la reofaerdie de ces décimales n'exige an pitu que io.n trans- 
formations , tandis qu'elle peut exiger jnsqn'à lO* mbatitiUions , 
suivant la pn^ression o , D , 3D , etc. 

(h) La cottiparaisoa que nous venona de présenter » con-. 
cefnaat le nombre des opérations , dans la nouvelle Méthode 
des transformées, et dans la Méthode des substitutions soo: 
oessives, telle qu'elle a été per^tionnée par M. X.agrange» 
a domé lieu à une obhervation qu'il est bon de rapporter icî> 
ne fùt*ce que pour enapicher qu'elle ne soit désormais repro- 
duite. 

c Si ta réselation des équations » a - 1 - on dit , exigeoit 

> l'eraj^oi d'une pueille Méthode ( ctiie de M. Lagrange),, 

> BNurëmcnt celbi de l'Antenr, quoique très-longue, mériferoit 
* enopre la préférence. Mais , pour l'ordinaire, on ne procéda 
» pas ainsi. Xa Méthode de Newton , qui est la plus usitée , 

> «appose qu'on connoSt, soit par la voie des substitutions, 
» soit par des constructions géométriques , une première va*. 
» leur de a;, qni approché an moins dix fois (dus d'une racine 
» de l'équation c[ue de tonte autre ratûne ; et d'après cette 

> valeur, on en trouvera &oilemant une autre doot l'errear 
» n'est qu'environ le quasré dé la première , savûr 7^ , si la 
» première valeur est 3^. Une seoonde opération qu'on peut 
-1 fdire par la môme formula ,- réduit l'orrcur dn centième à 
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h toâ <{<autéi tfai «si.d'cnyiroa ;âi^> 4t. wm ([9 ^itQ*,D'o« 
» Ton voit <}» l'appraximalîoat çoplintiflUi cisti bMHçtOap plof 
M rtpide{Mr<ceUdiBâthode, que par celle <]aepropo^,rÀiileur.>i 
[U s'agit de cdie que noua avons exposée «u cjiaf i|re VI.] 
Uae paI^eiUo.f^9^TaUoa doDqe à .penspr. qtff; ^^.^^teur u'^ 
fias bien Bu^i le «eiw de la qnestioa. Le procédé de H. Nfwtpn-, 
ûasi (fae wmt l'avons dit plu haal, avec M. Lf^ange , n'esjt 
point uoe méifaode de résolalioa proprement ditfs; e^ n'étant 
même <onsid^ré que comvoft- proche appiro^malif, il n'e^ j^« 
généralement sûr. Soit , pag alf&^p}^.f^ qœ éqafUiçi^ en a: , ayaaf 
one racine eplt* ;> et (/> -4- 1) , et jBOÎt fait ^ ^p^-jr/- }\ peat ar- 
rÏTer que !«« deax derjnera termes . de la Lransformée en j^ oa 
(x*^/*) soient .l'un et l'aolrc i;iégatifs^ ponr lors ia valeur de^, 
dédniie de ce* deux termes^ selon le prpcédé dopt il Vagit, sie-r 
rolt ndgaliWf eit par;c9ns^qaeot jfiefonrpiroit point appI^pxi- 
nativieiawt: Mlle de f-^jr, q/ojo X'oa ^vroit t^oover entra p 

1 (K) JU d»ienTÙnalj««k des neines imaginairçs ^'-t^ne^qfialioq 
»f3ttotisat aQ, problèfoe de la -décçiçposi^ipn dlun ^«Ijriuuqe,^ 
âctenrs réçis^daJMoaadd^^é ^ |diit&t.^u')i celiû de la r4so)uii9n 
detf'éqdations svqnéfiqiKR. Cf;luv-(:> aya^t pour ç^jci .principal 
àa rd^lenniaet .wactementj vn pip >pproxi^ali0|n,, ^eU 9onl 
lea di0eréns «ovilKef. réels qni , .^qbslitti^s à J'^connp, sat^i- 
font à l'éqnilîoa pepHpsée. G'astce qn'9 irç<;oQqn À^. Lagrangoi 
lorsqu'il a doané le moyen 4e Irv^ver .f;ne limite infërieqr^e .à 
ia pins ï^Ute. différeape des raciq^y saq^i reco,ivîr a l'éqqafioj^ 
aux quarrés de leuhS:différepC)td.- : 1 . . 

Cqteodant l'iUusli'e AvWnr a.mdiqfté la.;paDi^re,de so servir 
de oéttè &rnièi!e équation , (pii donne , la valeur ^açtp on ap* 
pr6cfaée dtt nomhre B précédé do- si|pteL — ^ tonv .If .radical 
dans les racines imaginaires, pour détQEoiiqew^.tif i||9tfifj)|)pr«zi- 
mativement, la partie réelle de cea racines. Pour cela , on snb-> 
siitne A-f. V— B à x dians la proposée , et<é>A^'«tf ttr«^deaz 
équations en A^ dont l'one a tons ses termes réels, et dont 
l'antre a tous ses termes multipliés par V— B, âicteur commun 
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tqne l'oa feit disparoltre^ C'est ce 4jai rend les termes de h. se 
coa.de ëqoktion 4oiifi réels , paf ce qu'ils me .dépendent alors , 
ainsi que ceux dé. la première', que du qaarré dey* — B; c'est- 
à-dire de— B. Ensuite, procédaiit è la recberdie du plus grand 
connnun drriseur àe ces deux équations , on s'arrête an ra^ie où 
A n'est plus qu'au degré n et aa*de?sôus^ n étant le nombre i)«b 
valeurs égal'ts que l'équalion auk quarre's - des différence^ aur^ 
fournies pour B. Ce reste étantégalé à zéro , on y substitue à B S9 
Talenr exacte on approcbée, et cette équation étant ainsi devenue 
numérique , on en tire les vàleut;s de A. 

Mais ce procédé n'est pas généralement sûr. En effet , \% 
aubstitntion d'une valeur approchée de B , lorsque le reste 
égalé à zéro est de plusieurs dimensions , ne' ^do^napt au:^ 
coelficieus de l'équalion en A qu'une valeur app^chée, l'effet 
de cette altération , fôt-elle même très légère, pourroit allea 
jusqu'à t^aogerla nature des racioes de l'équation, eu. substiiiiaat 
des racines imaginaires à des racines réelles, fit vice versa. Cest ^ 
qui anroitlieu par raltéralion qui naltroit du seul cbangemept de 
]0 en — j3 (|8 pouvant être un nombre aussi petit q^atùa voudra), 
dans une équation ayant pour facteur x'+ 2*r -f, a» -jr j8- 
' (¥) -L!observa'(ion'que nous venons de {aire , peut rendïe ^• 
letnent douteuse la résoliiïion dé deux équations à déuE incou' 
nues jc et ^ , lorsqa'après l'élimination de JC , ott (Àlieiit pour 
y une valeur seulement approchée, dont la 6id}Stitution ne j^eut 
produire que des coe£Bcietis d'une valeur approchée pour l'éqoa- 
4iota en x. Là même difficulté se reueo&trç dans 1^ dél;(mipp6i- 
tioo d'un polynôme eu facteurs du second degré. 
- (Z) Oa~ voit que nous bobs sommes fraye' une route \ke^ dif- 
férénledécetleqiitâététraGée par rillostré atiïear du TraitédeU 
'RéisoitU/i^Mëi'Eifttations numériques. Esl-ce un sujet dé reproche^ 

Horace' ù'^t, 41 est vrai, 

'■..!■ <.o ^ r.I-j-j -i" . ..i....fos exemplaria gretca, etc. 

. -Maii5.il »9^^> -•....'■ 

'.j^f''^'**'**°*'f^ "^'^''ên defuf vettigiap;cectf 
Aust d&xrm 
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APPENDICE 

A LA NOUVELLE MÉTHODE. 



ARTICLE PfiËMIER. Mémoire corUetuait ta dAMnHraiion de 
ijtù^ues: Tlièorémes nôuvèmux , relatas aux successions de 
signes, considérées dans le» termes des suites et dan» les ooeffi-- 
vi^s des équiUioni. 

(Lu i U •ëuiee de U preuike ïHmêk de IlutUnt, le 96 aoftt, 1611. ) 

Dins la nouvelle méthode pour la résolution des équations mt~ 
ménquès, dont fai eu' rhonnenr de faire bomma^ k la premiire 
classe de rinslitut.eD 1807^, et qu'elle, a daigné .mentiQDDer parmi 
les ouvrages qui, depuis- 1789, ont contribué aux progrès dé la 
sciçnce, j'ai avancé que « une équation complète quelconque ei^ x, 

» ne peut avoir n ràcibès comprises entré zéro et on nombre positif 

■■ ■■.■.■^,. ■■.■■lu.-, .s.. - ,'.,■■ >i. ■ •■ -■- ■■. ..■-'■ ;iui^:,.i',' 

>^ quelconque /;, SI la posée n a pas, au moins j n variations désigne 

» déplus que sa fraiiaformée en (x— /> ). 9 Ce nouveau tbéoréméayant 
été ainsi présenté sans démonstration , j'ai cru devoir m'abstenir 
4Vn faire usage pour la résolution des équalions [ni^ménaujes- 1 et 
j'ai eu recoursa d'aulres moy.eiis pour co^nstater l'diMnff des racmes 
réelles eiilre.deijx riombres co;i^écutîfs de la suite, de8|r^pmbpts natu- 
rels; néanmoins, comme l'application dece princip<q peut abréger 
si.ngaliérement le travaJI^de.Ia, résolution de; équafioqs i^uni^ériaues, 
,^ cequ'elle donne irtnmédiatem.ent,Ies seules y.Siej^s^ï^tièfiç^ p^pgii 
.Jesflvelles p^rj puUse chercher ^les glus ^rai^^^ nombres^ ^evtipw 
respectivement contenus dans ,les^ d^verjie| rî^ci^^^Qsiiive^4lpJ'c,qua- 
iWP £i^°?^>^if ,-^\ PÏÏ?i\'?jV?,^.iî";^Pj.''?''/?^'î"^iÇ''!'À^''*? ff. trouve 
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ainsi fort reslreÎDt^ étant limité .p«rJe-plus b&ut^xposant de l'équa- 
tion, il m'a parti qu'ilipourroit.étre lUiteiie présenter une démons- 
tration du théorème que je m'clais contenté d^énoncer. Quelque 
«oit d^aillMr» Je pwt -d'importance qu^on -«euiJle<!atlaobcr k<de pa- 
reilles rechercbes, j*espère que le' nouveau théorème ne sera paa 
entièrement perdu pour la Scieoce , et qu'il demeurera placé, dan» 
«es Annales, à côté de celte règle de Descartes ^ attribuée i l'Àu- 
glois /Torrio/ par ses compalriotea; ils ne se fussent point sans doute 
empressés de la revendiquer, s'ils n^avaient attaché quelque prix 
^'S« UécouwKle, quoique cette fameuse règle soit restée d!lob^ 
t«Rtff'sans.«pplica^ini, erqu'elLe-parût-destioée à n'être comptée que 
piïrffli lec 'hérités t^ÊcnlativesquicempiMcnt une grande partie^es 
Maihémaliques. Ce nouveau théorème est rohjafcprànoipaljdc-ce Mé- 
moire. 

t^ilVnt tjûe'di^is trne''stitt«=^ul1ëoTTque ,'!« norriltre'flès Viit4atîous 
de signe que; présentent jea termes est pair , si le premier et le dernier 
saàtdeiriènie signe; eLque£enombreest.împair^s^iIs ont des signe* 
.'Âlfférens. - ... . . , j , 

jÇA;iposé, on aénioatre façÔement la ^ropouiîon siÛTante. 

'PÂEÎiiëRE iÉ»i6pOStTION ''^ %yii premiers iéÀtîes4*une 
>ùit£ 'OMelconque ne peuvent contenir^ moins de variations ife signe 
que les Mpvemiers terme» de sd suUe sommtUoire à' un ordre quel- 
conque. 

' Il siiffil'fie 'démontrer celte proposition pour nne suite' quel- 
Conque et sa suite sommatpire première , puisqu'une suite somma- 
foire d'un ordre quelconque m est la sommatoire première de la 
aoite 'de Tordre précédent m— I. 

On ta d'âboM prouver' que, si lesn — i" premiers termes d'une 
auile quelcùilque, ne peuvent contenir moins de Variations que les 
termes correspobdans de sa suite 'sommatoire ,''îl en kem de mémft' 
pour les n premiers termes de ces suites. ' 

En éffetk nombredes variations dans les«-i premiers tennes de 
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la snite somm^ est ; pour lots^ ou supérieur, ou tgal ii.celui des va- 
riations (16 tigne que 'prjs«n(e le tnéme fiombre de termes dans la 
suite sommatoïre. - ' ' ' 

Dïinsle premier eas,'fl est aident qae'Iè leintne n^» ajôiité'k 
chacune des deux suites pourrait, tout au plus, rendre le nombre 
des variations que présentent les n premiers termes de ]a.saite som- 
matoïre égtl aa nombre des variations que conlienueut les le'rmies 
correspondaQs delà toite sommée. 

t)ans le. deuxième cas,, le terme n t- i'^*a le mémesig^e daçs 
les. deux suites, et le terqae n'*-*,. produisant une nouvelle succes- 
aioD.de 'signes, offrira nécessairement, on ane.noavelle permanence 
pour chaque suite, ou une variation de part et d'autre, ou bien en^n 
une variation dans lasqite somméç, et une permanence dans la suite 
soiAmatoire; il est.iippossible que Vinverse ait lieu , c'eat-à-dire gue 
cette'successioii adil une pçrmatieuce dans .la suite sommée et une 
variation dans la sbitè sommatoïre; (car U terme n^ dfi là suite soai- 
nfàtoire est ta tommp du..ter^e qid le .précède et .du terme, n%- 
'dë.lasmte sommée , et ces deùx-çi sotu, par kynothèse, deméme 
'fignequéle terme n—i'*^ 4^ cfitte dentièce suite). 

.Op voit donc, dans 1^ second cas comme dans le^ premier , qq* 
' tes rt préîriiera t^ripe» d^u^e sbite quelconque ne peuvent présen- 
'ter moins de vjjrifUoqs de signes que le» termes correspoddaQs de ^a 
'^iiité soipn^atoire, si lanterne, proposition est vraie pourlesn—ipre' 
iniers ternies respectifs de ces deiix suites. 

Dr'il est c}âir que les deux premiers termes de Ja suite sQmm^ 
ne peuvent présenter, Rfoins de vuialiôns q^ne les <3eux prentï^rs 
' termes de la ï,uite so'mmaioire , dont il en serai de même pour les trois 
premiers termes de'.chaque suite } et puisqu'il en sera deméme pour 
ces trois premiers , la proposition sera encore yraiepour les quatr^c 
premiers, et ainsi de suite; c..a.J. d. 

Cette première proposition conduit !i une seconde que tqïcL 
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SECONDE PROPOSITION. — Les npremiers oo^f^t^a d'une 
équation complète gueicorique en x ne peuvent çanieftif mot^-f 
de variations de êfgïfegue les oo^cienscorrespp^tdfifts/^. la Jrans- 
Jôrméeen X — i. . ..., ■, ,/. ,,.!!■ i 

Pour ,dé(nonlr.er celle proposition, je comnlencerai par rappeler 
Yalgoi'Uhme qui donne, par de simples addiltODS ou soustractions , 
les coefficiens de la transformée en ( x^ i ) , algorithme j^uia reçu 
l'approbation de là classé, dans la séance du a3 mai i8o3 , et qu elle 
a jugé susceptible d'être inséré dans les Elémens. d'Algèbre. iV fait 

' yoir dans un Mémoire présenté k la classe k cette époque, qu'étant 
donnée iinè équation en x du degré â, le second. coefficient âe la 
trànsformée'oo celui' de (x — i ) "~* , est la somme m*"' des deux 
premiers coefficiens' dé la proposée; que le troisième coefficient delà 
transfprmép, ou celui de (.?:— i.) «~* est la son^me w — i/*-^des trois 
premiers coefficiens , de là proposée; qije le quatrième coefficient de 
la" transformée où celui de (x.— i ) ;^~^ est la somme m-— a'^rdes 
quatre piVmié'rs Coèfficieb's de l'équatjou en Xj et çinsi de suite ; 
de sorte que ^" cpefficient n^» de la transformée .ou celu^ 'die 
(x— 0""^^'' *'* lasomme(n»— n-i.a^*-;4*f ^ pil^în^i^ps coefficiens 
de .la proposée; C^uant au pretnier coe£Èçijent de la Iraqsfociftçe ep 
(x — I ), oo sait qu'il est le même' que lè premier de t'équatton en x. 
NouspouTOtts maintenanten vênifàla démonstration de la seconde 
proposition : op vpit d'abord que les deux premiefs coefficiens d.e la 
tiransformée^rl^x— ï)sontrespectivementéa[aux aux deux i^termes 
fie U suite sommatoire m^'» des coefficiens de la propçsée. pr en Vert^n 
de la première proposition ci-dessus démontrée, Jes deu^ premiers 
'coefficîèçs de là proposé? né peuvent avoir moins de variation^ qtie 

les deux premiers termes de, cette suile'spnimaWirem^'; donc ils 
nepeuyeot aussf en avoir moins , que l'es deux premiers coèifiçiei^sdç 
la transformée. ' 

Nous ferons observer ici .que si une suite de termes ne peut avoir 
moins de variations de signe qu'une autre suite d'un égal nombre de 
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même signe, la proposition subsiste toujours jquaud uii.^|f^i;Qe ternie 
est ajouté il chacune 4es deux stû(e«; car, sy^ut..Jl'ad4ti>40.4c CQ 
même terme , la. première avoit ^ ou plus de.yjiriati<^i ,,91} t^t^ant que 
la secoiide;si eUe,eD avoil pliif ^ elle dpit,.'9pr<çf çeftp, addition «ii 
avoiçeiuçQre au moùos autant,, et si, ayâiu raddib^n. d^^^ooveap 
tifrine^ Jft première avait seulen^nt juitaut- de .variations qti^ lasser 
cotide: cqmpae, dans ce cas, le dernier terme selroHvealo^s de même 
signe. daus unesniieque^dans l'autre^ ilestéyiJdbBnt,quel'addi^iynd(« 
ncHiyç^tt, terme in^i;odjiifa> ou i4nepepn^e^u.,dfu^ 
ov iine .Tariatjc^ ^ ^e s.<^iç q;u^ ^^a^remièce ^ùU^' auf a egocore ^ut^ 1^ 
d(ï.ranaiians,que,la'seco!çide>..- ..- . . <, .<, , ■.; .■ 1 
' GonsitMrtMHftotaicItemcntlèalrK&franiien eoeSîcieDB de la trao»' 
formée «»(:e-^i )f jnDii».reiiiaDfnen»n»qs«:le tr*isiime'de««a«éeffi-' 
fiîens.est tHissi' laU'pUiJfme(tv»n« 4« l«.a»Ue.aoiomatotre (/»•*■ l^^itM 
dtftcivefficiens de la ptopdiiaée. Nfim:'HiQ^>e jiéjik vu que les dBHf^ùei 
m)9» c<»effîcleni delà trantfopGMA nie pAnteni avoir, pliuale vsrfah' 
tions de signe que les deux prcmieft fermo de I*4uit« so{nma'toit«' 
ffif^^ ni par conséqnenl en avoir plus que les deux prei^iacs tef(f es 
de la suite sommatoire ( m— i )i^*'de3 coefBcieiude Ja.prop«m^.} 
donc, en vertu de robservation ci-dessns , les trois premiers termes 
de.l^ 5^te 5ommatoîr©(n»-j-i),i*^-tte'pe|asMi^«ToirnwiiB'dc^vîin'a- 
ûonsque le^tr^is premiers coefficiens dt la transformée en(.x— 1). 
Or les trois premiers coe£Bciens de la proposée tuj: ne peuvent avoir 
moins de variations de sig^e que les trois premiers termes de cette 
nénte'siiiltf sommatoire ( ns-^i )''^; donc ilrne peu^e^t aussi 'en 
«voir ntoins que tes trois premiers coefficijqns de la imnsfonnée;. ;.it<; 
Si l'on considère ensuite lifs quatre premiers coeffieiens delà t^ns> 
formée en (cf— 1), on remartJHera d'abord que lè!qaatHîiil^c6effl<r 
dent est aossî le quatrième terme de hsuitesommaloirë (m'-^i^)'^»' 
des coefficiensde la proposée , ret que les trois premiers coefficient dé- 
la tnaaforaiée ne peuvent' avoir pli^s de' Variations de signe qw ief 
toois sKcmien termes de cette même sHit^^cpnuniktoire (^mt-a}'*—-;, 
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d*où l'on conclu]^ que les quatre premiers eoeffiden s de la transfor- 
mée ne 'péttvent avoir plus de variations que les quatre preniiert 
termes -àé la suite sommatoil^ ( m— a )'•-* , iri, par conséqaent, en 
avoir pfes'iftiele's quatre premiers'coefficiÀts delà proposée'. 

Général^tnéiit', on voit que lés ri-^ t pramiérs tideMciens de Ta trans- 
formée Ai (ar—ï) rte peuven l avoîr'^los de VAriàtlbns qtfe tes'rt — r pré- 
premiers termes de la suite sommatoirè (m— M+'a)i»^ , Ai J>ar con- 
aéquent en «voir fAus que lesn— i premiet^ termiek delà suitésaoïma- 
tdre (ni— n+r J*- des coeiBbiéns de la (irbpbsiëej les n premiers 
eôefficiens de cette propoiiée, qtii ne peiîfeut aroit moins é€ taria- 
tîons de signe que les h jprencAiéi^s fermer de la suite sonimirtoire 
(m—n-i-i )'*", ne peuvent donc avoir 'moins de' variations que les 
n premiers coeffideos de I> tnméociaiéi ainsi la proptuitian dont il 
s^agit^.étantnBefoisTeconiuie«rtiefwirle*n'^i premiers ooeffidem 
res|ieotîA dea ^uanon» en » et' en ( jc— i) ^ doit fttire égrieme&t«<l* 
mile pour le» w premicCT coeft oift Wirtespeetift de cas deux éqwaiioBa, 
et paD oénié^ent {wUr hurt ptMe^n oMffirioM rnpsotïfr <a iM 
•«■lire qu'on voaflrà. a ^.f. d, 

■ !fe )a détriliihé pt'bptÀiltah i^î ViëHf d*ltl^ diJnlOtH^, nbtupar-' 
««r«« à cette troMiuié 

-'■ TROlSIÈHE PROPOSPPrON. ^ Viïe'é^utaîon en x ne peut 
àvàtr iMîits de ■vana&ohs âe H^é que là ttans^rmée en {Jà^p) ; 
p éiarttun n\>mhré posidf quéttànque. 

Caron peat faire -jN^Ti x^ et substituer celte viilenv dtfiVâaiMla 
proposée;.. il est évident ^lie Pémpinton en, t qiii «ésuliom: decein 
«obstiiutiqny présentera exactement lesmâmes sucrassions de À^e, 
que celle en,ir,. pataquq/veatfotitifj etl'oniaidéfk -prouvé qti'uflB 
équation en x ne peu( avoir moin» dé variations que réquatipn.en 
(X--J,). Spit,qiaiotenant3ultsFiiuéeàz, dans L'équAtioneq^Oi— i)^s* 
wteue.^»iiwiaehajwii^»y(,fe*^))'tfeù.iiau«iqueKéq u^liMl i<W 
^-i>iTMà«liWrt«Wttt*(fte*sii<je«!fflotoai9i(fri«(tJtf»fc<Wé*b 
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de même qoe Téqnation en x a les mêmes soicces^oiv de signes qae 
celle eu x ,' donc la proposée. ne ,peut avoir m4>ins de Ti^rialions de 
signe qae la transformée en ( x—^); c. y.y^ui. . ' 

QUATRIÈME PROPOSITION. — S'iléirfste uno'Wute roàne 
antre zéro et un nombre positif quelconque p , Péqaation proposée 
en X doit avoir au moitis une variation de plus qt^e ia iran^rtnéa 
en(_x~p). ■•■■■ .; 

Kn effet, on sait que , dans le cas <3ont il 4'agit^ le dernier coeffi- 
cient de l'équatiou eu (x—p) aura un signé contraire k cc^i du der- 
nier coefficient de l'équation proposée; et qae par conséquent li 
nombre des varialions désigne sera pair dans celledes deù%dont le 
dernier coefficient sera de même signe que te premief , et que ce 
nombre sera impair dans l'autre équation'; le nombre 'des variations 
né peut donc , en cette circoustànce , être égal dé part et d'autre. Or 
il ne peut être moiridre dans Féquatioa en x que' dans celle en (pc—p)i 
donc il doit être plus grand, et par conséquent, la'propôsée doit 
avoir an moins nne variation de plus que sa transformée , c. q./i d. 
'No^s voici maintenant arrivés au nouveau Théorème qui est l'objet 
principal de ce Mémoire. 

CINQUIÈMEPR0POSITI0N.-5Eimerf'^MaûoBen x a nra- 
ànea compHses entre ^ro et un nombre posit^ quelconque p ^.la 
transformée en {x—p) doitavoir au moins n variathnsde moins que 
lapropQsée. ' . \ 

• Supposons d'abord que'1'équatioiin'a point.deracîaes égaleacom* 
prises enfreaéroet/i, et représehloos les» racines ^eq suivant l'oràre 
de leur grandeur^ pareil x.',- .... x, ; de mani^irv qae x, représei^e 
iapltis glande de. .ces racine», «t x, la phu petiter On p^ut coq<- 
càMoir'des^oihbreap,', ;).. . .p^i qui soieqt retpectivemfnt cpiqpris 
eàtpe, iT, ci jb;> x..etr «,,.ietai#n,de.suitfif -de.^ortc.que/7^,»pit 
t<x^^ét>3K>Jr^.;OB>p4^f,Lttn, fioFlie, cot^cevjoi^ïi transfibciqées en 
(«-;»,i)i,<;*.r-îli).«finOr» il sHiU^Ç.Ïa «H»ïnimeiRJ5po*t>ftP .«HÂ 
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nSiiimnxit^Mt'Midtiréé mwns ^paxcéUe^t^x^p,); que cdle-ci doit 
pareillement en avoiriu buhos une de moins t|«e celle ■to.(ja — p^-,«i 
ainsi de suîle, jusqu'à l'équation en ( ^— -/>._,) qui doit aussi avoir , 
»• moini'4 uiie.ïariftiton de signe de ooint que la proposée en x; 
doue ta traiiéfbfBp^ çu^x—p) doit avoir sa moins n variatioua de 
Bwins que U {i^roposée. • ■ 

Supposons, en second lieu, que la proposée a des racincsmultiple,; 
r.r., etc. çoniprisçs entre aéro et /?,. on peut concevoir cette éqiia- 
j)oi^ D^rta^ée en ^eu't facteurs A et A' ; ce dernier élant composé du 
Ijrcjçluî^, des fadeurs égaux (çc—tYj (j:— A)% etc. ;' d'où il suit que le 
|^])[tiome A' n'-ayànt que^^s ractnes'pos)liv,e$', dont le nonibr^ sera 
tf + f^^-V.jBtCty ne prés«ntera qufe des variations de signe. Soient, res- 
peetiyempoJi.. Ai »o , el A'» =0 , le* transformées «n (_x~p,} des 
:équa,ÛOQS'A;=-0, A'f^o; l'équation A^M>0 8era"forméé d^autant dé 
fAÇtÇur» é^Mi? ] qu'il 7 en a dam A' : elle sera I^ prodàît je facteur^ 
içii, (ju^ ( jc -J;- r* ) , (^x + r,')i,élç., d*oil,il suit que l'équa^ôp Â'", =0 
n'-aura , qiie Àea, racines'.néga(ÎTes f en iaime Jiombre que les racines 
Msijt»v«s.de,)'éq«at»OB A' =»o'j et que par conséquent eTfe hé pré- 
sentera que iles permaoeaces de signe. î)onc,jîans.le pro^^â'S^W ^ 
c'est-à-dire, dans la transformée en ( x^p)' de ïa proposée ^ ilhè- 
peut {d'après letb4oréinesieonnudeSe^er)setrouver,toutauplus, 
qu'autant devariafipns désigne que datis A.,; comme, aucontraxre^ 
si Con déHgne respèctivefnehtpar n. ifi », & noftibre des racines posi- 
tivés comprises entre zéro et p dans les équations A =• o^ A's^ o , ît 
est évident que leproduit A. A' , c'est à '.dire y la proposée cnx, doit 
contenir, au moins, n, variations df plus qu'il A'y en a dans A. 
Mais d'après la premier»- partie de: la demoattration , A dbit avoir^ 
jraiA<yina^ h^>àri»ti'(>ïfS'de plas qM-Ar^et par conséqaantn, variatibib 
du f^us qàeïe produit A,, A', , oé que la ttmit^onnéeen (x-^p') de 
Péqiiation en x. Dotic celte tnnbfennée , on le pnwloit A,. A% 'doil 
cotttcnir pouf le moins rt, 4- n. viriari^liS' d« mois» que ta proposé» 
en X ott le prèdtiit A. A*; ou bien, oe qui revient 'Ut-coâmej 1» 
transformée. doit avoir aa moins ni+n*P*'dUAiéo(efjd«pIiii qs^ 
la propose. 
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Donc enfin, soit que la proposée en j; n*uf pas, on qu^elleait de> 
racines égalés «e«pm« entre aérovel ua,ii«AiWe|)pdtif ^UQlQonque 
p , autant cette proposée a de racines comprises entre zéro et p , aa- 
tmiy poàrile môiM.tcUedaît atair dti. i;atia^i(i9Si:4e4t^c4« plt" 
que n'en contient sa transformée en (x — p). c. q.f, d. 

Il u'a été qnwtian josqu^itii <^e de ,(tcine«' pwt^fvt j mif il est 
éridfnt que le théorème «"étend aaz DtaÎDM D&gKtÎTM «t qu^il mffit 
pow mlof de oban^erdau l'^onoéide k cgiqtàtwe propoNtioQ^^ 
en jfM^ût^ et réciproquement. An^î la {mopias^e ^:pa»t leontéiiit n 
rkeinj» compfi«esenfrf séraet •^^f'quUutaut qii^eBiia.n 'tarifcttoRS 
de s^ne de fn«ins que sa iMmsfovfné^ Mt (jr4'^)- 

Ënrésmné, j*aî prouvé d«w«ieJ]ié«i«irei ".'..' 

t*.QUele«npremkM 1«haM)B#tnwHiite^^6n^aeiie peuvent 
contenir moins ée VarialMiw ê* «gTM'iqa* iM-Wvtpxn eoiMipûildaw 
de sa soiVé sofflmirleiire-d-iHi oFdtre qûelciwiiqHe; 

-2*.Qae les'iipfeïni^^eoèi^iefM ^-m»» éqaatïbn coaipUte.qttèlf: 
conque en x, ne peuvent contenir moins de «nilitleiu ^dt pgokifm- 
les <toe£^iens ctfl-fâtpoiidaBas ^e la tnmttfbnnée «9 {X'**i i) f 

•3*. Qu'il en est demémrrtdefîvanent^t' lai trtnsfbfmîte tn^x^^jf^t- 
p étant un nombre positif quelconque; 

4''. Que f s'il existe une seule racine entre zéro et un nombre pan* 
tî%> , Téquation en x doit Avoir am indina un« vafittllpu dl9 pl^ ^pie 
celle en ( a:—p ) ; 
■ 5». Que si une équation enx a n racines comprise* entre Béro et 
drp^la transformée en {x ^: p) doit avoir, au moins, re v»ri*fions, 
ou de moins , on de pins , que ht propcùée en x , sutraot que la li- 
mite p est précédée du signe +on du signe — . ''■■- 



y Google 



(■;9» )) 

ARTICLE II. — Baf^rt sur le Mémoire précédera. 

Ld classe noDS'a cbai^s/BI. de Lagrangeetnioi» délai renjke 
compte etc. 

'i)an5unoiivTBgesarla résolution des ëquatioiisniiniëriqaes, publié 
en ï8<yjf- Tautenr avait annoncé, sans démonstration, qu'une ^qaà-' 
tion«nxnepent aToirnracines43DnipoJses.entre zéro et unnombre 
positif 'quelconque!/},' si cette éqnéûon n'aipai an niQins.n Tana- 
ttons de signe dé plus que sa transformée en (x-t/>)* U se propose 
maintenant de démoiftcercibtte ptopoÂtion en toute ligueur, et c*est 
l^objet principal du Mémoir« dont nou» a^ps à rendre, compte. 
: Pour:parTenir à ce.butrj rautcnr rappelle: d'abord ua priii,eipe 
fortcoDQiL'daiiB ce.genra ' de ■ raichtiecl«&, savoir que dans une suite 
de termes quelconques « le nombre des varifiiioas de Sfgpe est pair, 
si leprcbiiçcetteidêraier tenn^sogatde m^^ signe, etimpiûr, s'ils 
s<Mitdeùgnés diiTérens.',', v . ■ ., ■ 

Ce lemœË étant posé , U étaldjt su(c«afiyeineBt quatre proposi- 
tions afant d^en venir à la cinqiùème qui est Ifi Tl^éoré^ déjà 
énoncé. lïous allons examiner dans le raâme, ^rdre ces oj^q pro- 
positicHis'. - : ■■ ■ ,;...,!. . . ;.,;-, 

• ProposUfon pxêwtMère. « Les n premier termes d'une suite- quel- 
» conque, ne peuvent contenir moins de variatiDns.de signe, que 
» les» premiers termes de sa suiiie.sam^toijccd'uii ordre qn«l- 
» conqtiA». ■ • / . . ' ^, ■ ,■,.-• 

Pour bien sabir TénfiDcé iA, cette propositton, ^I faut savoir ce 
que l'auteur entend par. i^ite 4Qttunatoire d'up. oadre qu^tconque 
d'une suite donnée. 

La suite socomatoire .première, ou du premier ordr* , est cellv 
dont un terme quelconque, ou le n.™* terme, est égal ^la somme des ir 
premiers termes de la suite donnée. 

La suite sommatoire seconde , ou du second ordre , se déduî 
semblabiement de la siûte sommatoire première , et ainsi des l 
jusqu'à U suite sonuuatou'e d'un ordre qoelconqua. 
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• L'aiilenr tft borne d'dioi^ à'c(HiipareceqUeelltfs»«fuautàV-4iO' 
cession 4ea ugnes, «ne «uits proposée A;tiisakiiÛ0 sommatoire 
première A' i il nippMB.qne la propoaitiop soit Tiùe dans les n— i 
pretbien ternes de ces saitei , c'est-4<dir« qne le-npn)bre des va-~ 
riadonft de signes n'est ptfs moindre dans \»:n— t pvètoiers termes: 
de la soite A qne dans uik pareil nomlM^' it$ {u;eK>.îers termes de K 
Mile A', et il dëmonlreque lamémechosedoît >T!oi>f Heu pour les n 
premiers tenues de cçs suites. 

r^ons arons remarque que la démpnsMvltop .df j M- BDdfn. mau'- 
que de quelques déveioppeitfeas, tnais.il estfaçjle d'y puppl^er; et 
comme Ja proposition a lieu sa&S; dilBcolt^.Ipnqae n-^s-, ttu lors- 
qu'on considère les deux premiers tenues des buites- A et A' , elle 
est donc vraie pour, un nombre quelconque de termes de ces deux 
•unes. , , ;,.■ /, ■ 

. La ipropf»îtlon ^lant ^établie entre uDe. spi^e do^fi^e A et sa «oita 
sommatoire première A', il s'ensuit qu'elle.aufaiëgalemej^lien.emre' 
la fixité sommatoire première A', et la stùie' sommatoire seconde A\ 
et ainsi de soite. Par conséquent elle sera vraie aussi entre la suite, 
donnée A ç^ sa suite sommatoire d'on'ordre quelconque A <°^ 

. Proposition d^Mçiè/iite.^ « Les.n premiers cpefllîciens d'une équa- 
» ti«n^colùaplè^ quelconque $n sç ne pfuvuit contenir moiD& de 
'» variations de signe que les coelBcienscorrespondans de sa.trans- 
» fonbéti-flO (j:-ri)». 

, P^DT raDienei;.c0Ue proposition b la précédente, l'a^iueur observa 
qncJc^ cQCifîGcieBs de la trausikninéeen'^J: — t )peaTentêtrecOj[L 
sidéré» cqmtae des t^^esi.fomt^atoires de ^l^fii^c^oT^res. dç,lg. 
suÏFe des coeilîciaqa do la proposée^ le coeffîçipnf^dif preti^er!tei;t][i^ 
est le même .dans le» deux suites ; le coefii<^eut .du secqnd terptc de 
1« trmis£c>nnée est la somme »>*■*" des deux premiers coeflficieiis de 
la proposée ( m étant le degré de Tëqualion ). Le coefficient ^a. 
trpisî|^r»<e terme de h transfoiméé^ est la somme ( m — i :)■■"<' des 
trois ipreiniers.c^fficieaftdelaiproposée, e^ ainsi de suite. . 

Enparlantdecetteidée, rauteurcoqatpare successivement les. deux 
^esûers coeJE^ens deJatransfonaéQ aux deux premiers coefEden» 
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de la prapeséCr l^s trois premiers d« Tune tux tr^ pfcntiers de- 
^lur», M aitiii do-cuite. 11- trouv»pu! l'application 4e ta^pranoière 
prapoaiitûB ^iïe'4e« otwfiSciàu éa k mpuionfém B^'{ x -^ i ) 
iouissi»t'p«t>i«t>p6rt!4ua«oefiici<ii5,4e T^fjoation proposée 4e Iq 
ftâme>prt^t4^!qtie la^etiite râmiinUfwc d*qil' ordre qudeotKfne da 
ees'ùêtneG^efficrens; ^ùH coBchuqi^ htrmationaéé en (x-^ i ) 
Ac sawolt ^/oit- pt(u de-variatkitts que l'équaDon propMëa. • c 

Au moyen de ces deux premières pp»poW]«ai , Vamtear démontre 
sans difficulté la tiroisf%ttié et la ^ttrïètti« ^m$i contes: 
^ 'Prvpotiéi6h.itoistènte. uVait iqaatîMi en jt ne p«Bt atw* tuotu» 
^ de-vSristïo'DS'de 9îgileqnesfttransfoniiëeea(x~/i ),p étkntvat 
» nosibréfMïsitif quetcouque. n 

' Proposition {juatrième. k S'il iexiste mipe seule lycioe compris» 
» entre zéro et un nombre positif quelconque /r/l'équation {»!0p*^ 
» sée «n «--doit vttAt i httmoins ; iiae variatiMk et -plwi-tfÊt m trans- 
» formée en (.r^ -»'/>). » 

•* li'oateur 'Tient enfin h la ctAquiâme pMJfiMHIan qui peut s'êatoh^ 
cerainsï : - ■ 

Proposition eîtttjmènie: « 'St nne^quelii^ai en x en rlitiities cota- 
11 prises entre zéro et un nombre positif 'quelconc[ae/>, cette ,éqaa- 
» tion anrit au moins A Tart&lioBs de' p^ que sa trensfoimée <en 
» (x — p). » 

Si les racines comprises entre zéro et p sont' tontes inégales, - la 
proposition dnquième est iin corolkdtv tHts-stinple de la proposition 
quatre; mais s*il y a des racines égales entre této «tp,- la démons* 
tradon que donne l'auteur n*est*cone)nantc qu'antant qn*on a recoùrs- 
k un théorème diéniontré par'Segner 4ans les Mémoires de Berlin , 
en 1736J saToirqae,si onmtrftiplietiD'pelj^omtenjrparlebinome 
X — ir , le nombre des Tiâriatîoiù augiAentera au moins d'un dans le 
pi'6duit. 

Le théortmedeS^ner étant supposé , la dëmonm-stbn de M. 
Budan est'e^Acte: Mais fauteur «urditdAimfbtre' mention onjndl— ' 
qnerde qnfJllemanîèteil y jOppiiéei ...■- ^ :■ 

îioirt fùnftrnïtecrQliS que «i- Ton fak)» vÀr,-!»» i!éeflâdea^d«4tl^ 
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do thdorème de M.Budan que le.«Oibbr64esii*9iz(*spo«ùÀv«&d.'ttfiB 
éqOaÙHtne fte»létitt{rfp gra^ quecieltti deM#v«f«adpw{v;9'S[ui 
est la r^e connae de Descarte«\ ' ) 

On peut» Mu>i observai- ^e 1« tWor^me mmvé pét M. Su^a 
pour les racines' pesUiv«s fi& donne iHr MfnblaU« po4r JUti iWffîW 
Bé£;«tiv«s , ^niiqalea iMtoitU -* ;v A 1» fUkte (le at , dapt ftmé «<|Ua- 
tha dQmme^im wnstinM se liiuigbm e» j^wtAeBcês «iiitwipnH 
qoéracBL. '.< ,-, ■ ; .■■■ ',;:■.;■ 

Ml. UudMi , «[ue le tWorteatf flpU«ta<«l. rabfMipn»cipal,«et Tf«iv 
mWs que sa déwoMi^Ittifto AteA^AA dic difCéMtDp dévelof^MBimo 
SMis bciqaefa etit liO'P^ tire ^iitfdée Aamoia eotièrelMBt'rigicm- 
mnth rii9as pciMMM'anlr^di'tta» di ibé«vémô «Aïoonewit tàt 44'Àl 
pcqticin BtiÂe dàii»I»'aMU«rc^dM:Kipttés4ei nciate», Gw qvoÏT' 
qo'UeaM ina^&nt pim^^ffamiiRëu^rdke^tMieilt Ua tisvt». dtt 
cb»6iiDe<d«t HufuMflvâellat;; fJÊnfip^iWmatmttfm^TMfiU^'ilfimt^ 
j-moiFf mais non pas qa*il doive y-tri^t MtUnll ■Atlirjww>»3jCwnr«s 
prises nuiiexératttnttiiiQDiblrtj po«itf{p<> qnel^éipiD^fHi^iekivaDia-' 
têans'dcpWaïqnrfln) tnnttfima^ «af(:[r''M^jv )'^ ee.lliédl^e'i|l$Mv 

dm^lM sabsuMHab'sbeBeaaiilM,' WAriiAiircsi'ohtr ci l MyK bwfc'ii^Prt. 
as»Bfté^ 'qB^ithft-péu tédÉtar-BaonKriei^ féetta. >:/ : '[',■. 

' ifoti -ctàyitiii, -ela coTC^^etibë ^ qué'-îtf irf^^f^ '|y()at^ '^Wf 

la règle de Descartes, et que son mémoire peut Être iHliVt')™^ cftOHI^ 
le Recueil des Mémoires pri^sentës^ accompagné du présent rapport. 

Signé , LiLGRANGEj Legendhe, n^porteur. 

Observations de Tuiteur du MemoFre. — Je publie mon Mémoire 
lel qnc je l'ai présenté , en 181 1 , à la première classe dt; Tlnstitut. 
lift véritable rësoiiai de Texanaen lait par Messieurs les Commis- 
saires, est 
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I'. QaelesdëvâloppementsqmpAurroieptmanqiierfalapreiiûère 
proposition ^oox faciles à suppiéer. 

- a'*. Que le Théorème de Segner étant suf^osé , ia démanstratian 
( de la-S**. proposition ) est exacte. 

ï^t-on I^kimement infër<H- de' pareilles prémisses que les dé- 
monstnitioBJ ne- sont pas entièrement rigoureuses? 

■ Qaoiqa'il oit'soit, rameur croit aroir satisfait an désir dp Messieurs 
les Coratnissaires, en joignant leur Rapport ti son Mémoire, et en 
ajoutant seulement, k celui-ci, les denx courtes parenthèses qu'on 
y 'trôatispa en caractères italiques. Ces deoz additions n'étoient peut- 
être pas nécessaires) inai^. . . . Quodabundalnon vUiat. L'auteur, selon 
lé Rapport, aurait dd citer le T^or^Uc de Segner, ott indiquer de 
quelle manière Ujr a suppléé. On p'a pas prétendu y suppléer; ou. 
l*aréelletaMnteniplA;fé,'COHÙawil ett&cîie de s'en assurer en jettaot 
les yeux sur le passa^ itiiprimé'-en'italiqne^'maîi'oa n'avait pas 
ajôaté : tfèst ihi le ITiéor^ite de Segner} c^ pour réparer ce man- 
qoeikent, si ma)D^«nem7a,qi\*esc destinée Tune des parenthèses 
doAtilTÎêni-d'Mre faitmeaiû»!. ' 

Aur«H0',-Se^^âyuit 4tflfili soq ThtfarAme> en comparant les 
'vlaria|iions''de ngne d*un,polyn)>Be Bnjr>.nwo o^es qu* présente 
le promût de cvpoljnomepar Jebînotne4:-*'^j il>n*est paskiBtile 
de faive obsqrrér qn'nn- semblable résultat , m déduit d'bn Théeirème 
relatif aux Tariations de signe d'une Soi» età; ceUes de sa Sjrniaf^ 
matique, l^^quelç dernier tenne 4® «^-«î est zéro (voyez; TAP- 
PEBiÇU ci-desfDiifj.«<tiH;piiiaotle9 $wtêi ^m i*iippeUe>^n<0giiw^ 

^l«W,HV»>,- ■■■■ )::■ ..,■ .-..., ,: - ,..,,,, 
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ARTICLE m. — Z^un mojen de reconnaître la présence des 
■racines réelles entredeitx nombres différant entre eux cCune unité, 
indépendamment de Vopposition des signes du dernier terme dans 
les deux transformées. 

On a TU pr^édemment ( note U) avec qoelle feciliié on passe 
del'éqiution en (x^*' — p^'^) i celle enCx—p-^-^-'- • «^-^-i)- 

Oa a TU aussi (Cbap. VI ) qne. les variatioDS de signe dans une 
collatérale en rz^^'j— ijalteslentVexislence des racines réelles 

entre /? et /> + ^ > dons Je propose' en x , à joaains (|ue i o" 9 i^ 
soit plus petit que ^ (^ étant précédé du signe — sous le signe !!•• 
dical,et;) -fyéiantla partie réelle coxpprise eojre ^ et ;> -f- i , 
dans l'expression d'une couple de racines in^gioaires r^ ,d(Ht 
avoir la proposée, «fia que ce .cas d'exceplîoi^jpuisse ai^oir lien). 
La fractiouy-doit, -dans l'hypothc9e,.di£rérer^ demoius.de -^ , 
delà Talenrr^4-... .+^7)^ si, supposant-^ très petit, on se 

permet de prendre cette valenr pov celle de f^ comme font 
les Géomètres en tant d'antree cas qui paroissent moins favOf 
rd>Ie8, on anra ponr lors ^/f— ^^x— p— ^— .. . — S~; 91 les 
termes-de rang impair dansl'é^tioD en (cc—»^ —£—....— -£-, ^ 

•eront les coefiïciens d'une éqnaiion en 9, ^ l'aide de laquelle on 
aBsignenj suivant le moyen coddq, la limite inférieure, que la 
Taleor de f devra surpasser. £i donc 00 rcconnoli ^rpar cette li- 
mite, que 10"^ ne peut être moindre qne^, condition à.laquelle, 
4'antre part, f> devroit satisfaire pour pouvoir maintenir le a» 
^'cxQeption.daDS l'équation eo^a ,,]•—< \ On en devra conclure^ 
'^tie-l'excepiîon h' a pas lieu, et qu'il existe des racioef réelles en- 

r * ,iQ ' ' 10" '^ ' «o ' ' itr- 

Ceci va être rendu sensible par l'exeipi^e MÛvant. 

jtS 
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Soil l'équalion. . . o^ + x» — 8x + 4=o. 
En suivant noire metbode, ayant ea Heu de supposer qu'il y a 
une double racine entre zéro et i , on aura pareille meut lien de 
présumer 

i' (après avoir fait lO x^oc^ ), qu'il y a, dansl'équalion eu j:' 
une double racine entre 7 et 8;.ct par coo«équeut , une. double 
racine dans la proposée entre o. 7 et 0. 8; 

a', (après avoir fait 10 (.t'-^ 7) ^x") qu'il y a, dans l'équation 
enx", une double racine entre Set^id par conséquent, une dou- 
ble racine dans la proposée 4Vre o. ^3 e,l £.74 ; ^ -1 

5*. (après avoir fait 10 (a:" — 3)=x"') qu'il /a une double ra- 
cine, dans l'équation enx'" , entres et 3; et par conséquent, une 
double racine dans la proposée, entre o. 753 et o. 733; 
- 4'- (après avoir fait lo (a/" — a) ;=x'') qu'il y a une double ra- 
cine dans réqnalîon"ena:''entre zéroet 1; et par conséquent, deux 
racines dans la proposéeentre o. 73^0 et 0.7521. 

L'équation en (x*-'^ — p^'^) est ici celle en (r" — o), c'est-à-dire 
en x" , et le cas d'exceptioa ne peut se maintenir dans sa collalé- - 
raie , si a n'est pas moindre que ■: . 

Les coefTiciens de l'équation en x", couvenablement divisés, 
donnent ceux de l'équalion en (x — 0.7330) dont les coefGcieijs 
de rang impair^ élant pria pour ceux de l'e'quation en <pj cette der- 
nière équation sera ^•—11.199^41? +O.ooooooo3o966t=:a ' 

Sans tirer dc' cette équation du 3, degré la valeur, qu^devroit 
avoir ip', on se bornera à en conclure , pour suivre la marche gé- 

. néreleyque^dBTraétpeplusgrandque , ■ - ■ et'psr codi'é- 

■quent plus grand que, 45—^-^-- Pooq.^ ne, rernpiit point ia 
copditiQn çxigéç, pqiip lé «naînliendel'éxcttpliôaf donc ara deAs 
valeurs égales., dumoi.n^^ jusiqu'à la 4<déclmqJe; la doittb)e. racine 
étant 0.7^3 à moins d'un dix-millième près. ■ '\ . 

L'équation -qui nous' a 'S'erVr d'exemple, est 1ê développetaient 
de (j:+ 1 )*— 6^*-+- 1 )*-f 9=tso.-£ne a cfl^tiVeiBeatM^]^ ra- 
cines, égales, chacaue, à 0.733, à un dix-millième près. 
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ARTICLE IV. — algorithme pour la transformation d'un 
Potynome en ^ du degré n, en un Polynôme équivalent, du 
, .même degré, ««(x' — u), n étant positif ou négatif, entier où 
fractionnaire. 

Etant donnée une snile 8«. .. a, a, elc. 

Si l'on calcule une 3<!saite. a,. ..a^''.. . .a''^etç. 

4elell«paamèrequ'onail(qoeI<]aesoitn}...a =a^')— ua^'^ ; u étant * 

un facteur constant, on a''>^a -f-ua^'ï 

J'appelle la première suite Vanti-^ntagmatique àe la seconde j 
UQ terme a^'^ delà seconde suite^s'appetlerale^n/dg'me des termes 

de la première , depois a, jusqu'à a,. 

En calculant de la même manière , on obtiendra la syntagmati- 
que-de la «yolagmatiquç, ou-la-synt^gmalique seconde de la snile 
donnée, dont on se procure semblable ment les synlagmaliques 5**, 
4**, etc. \ les termes généraux des sjnlagmaliques des dïfférens or- 
dres, seront représentés par a^'\ a^*', a^*', elc. 

Ceci posé, poar obtenirlcs coefficiens d'an polynôme en (x^—u) 
équivalent au polynôme d'uo même degré n, a, a:*+. . . dont les coef- 
ficiens donnés sontSa... a, a,, écrivez ceux-ci, comme formant 

une suite, en écrivant o pour un terme, quand osera le coefficient 
d'une puissance de x; c'est-à-dire, quand cette puissance man- 
quera dans le polynôme : ensuite vous vons procurerez successive- 
ment la syntagmatique première de cette suite; puis ses synlagma-. 
tiques a'., 3*., 4*-> ctc, en calculant ^ chaque fois un terme de moins j 
les derqiers termes respectifs représentés par a**', a^'* , a^^ ,......a^"' 

sèrontrespectivemenllefcoefficienade(jc— iu)°,(x— u)'i..(x — »)•"'; 
qiiatit'au'cœfficieut de (x— u)*, ri sera le même que celui de-jc*; ' 

c'Wt»-i»*djP6 a,; 
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La raison de ce procédé esl qoe, si l'on prend la syntagmatiqoe, 
au module constàul quelconque u, des cacfficièns d'un pofynome, 
Te syntagme de ces coeflEcieos sera Ife resie de l'a divisioù du poïy- 
nome par (x — o), et qbe Tesf termes qui précèdent ce syntagtoe 
seront les cocfficiens du polynome-quolient ; c'esl-à-dire , que dé- 
signantle polynôme donné par P. el le polynome-quolient parP,_, 

■ , ■ ■ afO 

on auri — -, ?•=?,..,+ -=— , 

puis, en divisanï las deux méttbTes de l'équation pâi* x — « , on • 
Ql conliauant ainsi les divisions, on arrive à 



d'ofa P^a. (x— «)" + a ,(■>(*— u)-' +. . . . H-a(^, {x—uY-^f- 

Prenant pour èxemplu le polynôme ax' — Sx'+Sar— ^S, 
on calculera, de cette manière, les coefEciens du polynôme équi- 
valent en (x-f- 1 ) , en observant que pour lors le modiile u esl — i, 
datra t'éqaattOH de relation B^''sa:a^4~u«{^l.,. 

Coefficîens 3 — 3-f 5—3. 

Syntagmatîque i"* a — 5-f- lo — i3 

Synlagmalîqué a'"' a — 7 + 17 

Synlagmalique 5*^'. s — 9 

Syntagrna tique 4''*' i 

d'on f'ésulte le polynôme équivalent 

a(a:-t-i)'— 9C^+0' + >7C^-t-')' — '5(x4-i)*. 
C'est te même résultat obtenu au Cbap.!! de la nonvelle mé- 
tb'ode, page 19. L'e'noneé detot slgoritfansâtMt le Éfténae qnî sa 
tnôiive idana la a« propoditioa a h page i3, ftttnrv» .qo'on y 
change (x — i)en(x — u), et les mois somme premièn^t' 
seconde, etc. en s/ntagme premier, syntagme second^ etc. 
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ARTICLE V. — Vu Calcul des Facteurs, iiéeîs du second degré, 
pour un polynôme Sua degré quelconque. 

Une suite sjatagmatiqae k deux modules cooslans U. et U,, 
est celle qui est liée it son aoti-synlagmatique par Téqnatioa de 
relation a,— U,a,_, — U,a._,= a',; a, étant no terme quelcon- 
que de la sjtotagraatiqae , et a', le terme correspondaat de l'anti- 
syolagmatiqtie. 

La formule qui suit donne la valeur de a,, en fonction des 
deux modules et des i + n premiers termes de l'anii-syntagma- 
tique. . .a,, .a',, .a'..'. . . .a'a. . 

+ rÙLr^fcz^ïa.U.'+Cfl— )aîU.+aj~|o.ii— 6 

-)- etc. etc. ; la loi eti TÛibla. 

Les I -f- n premiers termes e'tant supposés les coefBcieos d'ua 
poljnome complet en x du degré n^ il s'agit de trouver des 
modules U, et U,, qui rendent nuls le sjmtagme&, et le pro^sj-n- 

' lagme a,_,, attendu que les termes qui précèdent ces deux-ci 
dans la syntagmattque sont les coefficiens da polynôme-quotient 

' en Xf du degré n — 2, qui doit résulter de la division du polynôme 
proposé parle facteur du a» degré., .a:*— U.a: — U.. Ainsi IW 
égalera à zéro ce second membre de (/) , qui est la valeur de 
a,; On égalera pareillement à zéro ce second membre , en y 

' changeant n en n — t ; lequel membre exprimera pour lors la 
Valeur de a._,. Ce qui donnera deux équations à deux ïncoù- 
Qtics; d'où l'on tirera les valeurs de U, et de U,. Ensuite, si 
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( 109 ) 
l'on fail j;»— U.JT — U,=o, U, et U. ëlant désornmis coaoas , 
on COnnôltra x = iÙ,=t\/(;TJ/4-U.)^ 
Soit poar exemple. . . .x'+a.3?H-a3 = o 

En iraitaai ce polynôme de la maDière indiquée, on obtient... 
; U.»+3.U. — a> = 0,elU,U. = — a,. 

Les lettres étaot r&mplacées par des nombres , soit. ....... 

.x'— 9jr-4-28; d'oii0,'— gU.— 38=0. ,; ' 

Oti calculera les coefEciens des transformées en (U,— i)^ etc., 
soiraot notre méthode. 

CoeOiciens.des éqaalions 

en U, ... 1 -fi o — 9 — 28 , 

i (U, — i)...i+ 5— 6 — 56. ■ ■ ■ 
.i_^_ 64- 5 — 38, 
9 + 18 — a8, 
13+59-+- °i 
U, = 4 ) et puisque 

U,U.« — .,== — a8, U. = — ^s= — 7'; 
donc x»r- 4^ + 7=0, et a:=ï3±V^— 3. i 

Si le polynôme est x't—i5j; + 4=^> la valeor dé U, dert^t 

être, comme dans le premier exemple , 

U.'— i5U.^4=:o, 

donc U,=4 ®* U,=:^^— i; d'où a:»— 4dî-(- i ==0 } 
. et arsaifcv'S. 

On voit par cet article et le précédent, qae la résolution des 
. éqoatioDS anmériqaes, poar les racines réelles et imaginaires, 
. se ramène à trouTer un module annulateur du synligme dans upe 
syntagmalique à un module constant; et les deux modules co(i- 
stans annulateurs du syniagme et ^Mpro-syntagme dans la syntag- 
malique à deux [Qoditles. 

Ou ne saurait donc dire de toute éqoalîon qui a des racines 
sourdes ou incommensurables, aussi généralement que Newton 
r^ éqoncé : « Radiées surdœ Jtnilarum œgualionum j nec numeris, 
» nec quâvis arle analyticâ ita possunl exhiheri ut aliçujuf quart' 
tilas f èreliquis distincta^ exacte cognoscatur. { JPe anafysi per 
i cequaliones etc. , vers" la fin). » 
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ARTICLE VI- — Répqti^s .à,deujç demaftdes^çui- ont _été ,fuUv 

.■ .■ ■.■> , ",'.ô f-^aiaifr,. .-. ,; jj ..... ^ .■ . . , ' 

Orim'a demandé, à i^bp*«vo)ij&e4vir.cett0',inôU)ad$i;iot ,db 
qoellc impobtMce. jM)iii4oitJ élrè'Jftir^lAtiom des iS(]ua)|iaiifrv[)U- 
niérû|ae«. J« ponrnoà^ téWK>yw,k «ayqtii a ét«;At à ceiSii^lpAr 
La^uge, dont les peosjea.oafalé j^Mt-rélr^ pluB perfiey^ramïtiiiiit 
dirigées vers cet objet que vers loul autre. Mais, à cei l'-gard, 
comme an sujet des additions que je présente dans celte nouvelle 
édition^ je dirai simplement avec Fonlenelle : « Amassons tou- 
» jours des vérités de mathématique... au hasard de ce qui en 
» arrivera... Il y en aura qui , prises séparément, seront stériles , 
» el ne cesseront de l'être que quand on s'avisera de les rappro- 
» cher.... Il est toujours utile de penser juste... Rien ne marque 
M mieux combien l'esprit esl destiné à la vérité que le charme (1} 
K qoe Ton épronve, et- qaelquefois malgré soi, dans les plus 
» sèches et les plus épineuses recherches de l'Algèbre. » (Préface 
des Éloges. ) 

Quelques personnes m'ont aussi demandé comment j'étois par- 
venu à'irouver la Nouvelle Méthode : je ne puis répondre autre 
chose si non que j'ai examiné l'objet sous diverses faces, avec cette 
attention que le célèbre philosophe Malcbranche considère comme 
une sorte de prière natwelle au Virbe, la véritable lumière qui 
éclaire l'entendement. Pour mon compte, je ne saurois m'empé- 

(i) Ce charme qn'on ne «aurait qier, et qne Fénélon appelloit un charme 
diabolique; ce ctiarme de^ Muses malhématî'jDes , qui était connu de Virgile, 
et qu'il a semblé préférer à celui des antres Mtisea , (juand il a dit : 

Me verù primàm dalcet aote omnl* muice, 
jiccipiant , taeligut viai ne aidera mcnsirent, 

est quelquefois remplacé par nn dégoût qui s'est fait sentir même ^u célèbre 
NtwtoD , dont je rappcrte ci-après le texte , servant d'épigraphe à 1" APPERÇD 
qui va snivr*. 
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( >o4) 
cber de croire qae l'homme a soaveot Hea d'appliqaer aaz pen- 
sées q.uî se présentenl k son esprit, ces, paroles de la mère des 
Macbabées, qui disoit i ses enfants : Nescio qualiter inutero meo 
apparuistis. Et ce qui me confirme dans cette persaasion, c'est 
qae rillastre géomètre Lacrancï a observé aa sujet de Jean 
BemoulUj qu'il a toocké deux ' fois ï la dëoeuTerle de telle vérité 
qui n'a été aperçue que vingt ans après par va autre géomètre 
\Moivre)y lequel pourtant n'égaloit pas Bernoolli en pei^picacilé. 
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APPERÇD 

Conaimcmt les SXJITES Sf^^OM^JTK^VES: 



w in seqnentibiu breriter expUcatam potitu ^uàm 
a aocnratè denunutrakon habea (Nkwtoh. De uulyû 
"» per eqnationes nnmero lerminorwii inficitas). » 
u Pûcièi scrilw qood ha «peciiUtionea diù niiliî 
> iutidio esM cœperint; «cle& ot ib iiadem jini pv 
» qninqae ièrè uinos obstinuerïm. ( titttn dt Newton 
« àOldtnhouTgj du iSJuin 1676). h 
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AVERTISSEMENT. 



Xj'AimuR f contraint par les circonstances , s^est born^ à 
donner ia on simple précis concernant les Snites S/ntagmatiques. 
Usint d'une liberté qui a été accordée h divers Géomètres , it a 
cm pouvoir s'aulorise^ dij texte (|ue Newton lui a fourni. On 
trouvera donc ici la vérité, brevitér expliçatam poliàs quàm accu- 
nuè dmmouMUmtam. Teutefoift cette briève ^plic^tipn ne laisser* 
pis que d'e mettre sonrent les lecteurs sur la voie de la démon- 
stration, et plusieurs peut-être n« seront pas f&chés d'avoir quel- 
que travail Â'&irepoary parvenir par eax-mémes, et d'entrer 
en partage, pour ainsi parier, dans celni de l'Antear. 
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INFANTI REGIO, 

BURDIGALËirSIXJM DUCL 



A 

AMtn,|»rTepna, aoctro mimiucala culto * 

Qui modb oeepisU rian oogwMoere Matrem, 
Rnnc etiam incipiu rira oogonacere Fnn«os. 
Ipn tUn ftindimt blaaâos cunabnla fl<H:eAi 
OOciilet et êarjKaa'tt falUx herba TenenL 
At limnl faeroiun landes et facta paratûm 
Jkm légère et <px s!t poteris cognooeere virtiu, 
S fna manent eheu ! p-iscz Tuligia frandia. 
Irrita perpetoi soIyaDt formidise terrai. 
Quippe nbi Ima yersam atqne ne&a, anaoqne positi 
é.an iminane icelni ; mptis ubi legïbtu urbes 
Detrectant jnga-, ciim frostri retinacula tendent 
Fertnr equis aoTiga , neque audit currufi lialjenaii 
Bute aaltem ererao juTeuem tuccurrere mbcIo 
Ne pnJûbete,Dii pétrit; lat langnine noitro 
I Si tandem Inimiu ntiaeri perjuria GallL 
Erg6 obi te firmata virant jàm fecerit setaa, 
Aggrederednfagn<»(aderit j&mtempna) honoreif 
Cira Deo aoltoles, ipei et fidisrinta gentil; 
Te dnee, Tenturo lortentnr et onmia Meolo. 
O mihi tant longe maneat pars ultima TÎt*, 
fipiritBt et (|iunlttm Bat erit tua cmurt &cU l 

{£ FlrgilU cfirminibu» ttcnptum.) 
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Fitutes à corriger dans VAtpS'rçv^ 

Pag. m, lig. 4> en remontant, noduie, lisez module 

Ibid. lig. antép^nltîème , ^nie i^ mettez une TÙ^nla 

Pag. IIS, lig. 8, à la fin, an dénominateur, ■..Ua.aii^, lues iiff~/ 1 , 

P,g. „3, lig. 3. ■»;-+■) (--H) ^ (m+O (..+.) 

Ibid. méiBfl lig-, m(+i), Usw (m+i) 

Au/, lig. i3, t.a. ..(dp— i), fifes i.fl...(»— i) 

Pag.ii5,lig. II, B — r'+t , /û«E ft' — ^1 

Pag. ii6, lig. 7, etpag. ii8, lig. 14 et t5, nfiprimeE n, qù égale 1 

/frit/. Supprimez findice rapérienr dans A 

Ibid, an commencement de la lig. i4, «iffrânez •f^n'a.zi 

Pag. ii7i an premier membre de la fonnnle, aC>)^ Htn «^ 

iWrf.lig.8,al*~*,fi««ai."'-*^ 

tbid. même lig. u„ , /ûez uW 

/ftïii. mime lig. après nt*~'>, ricHm l^C"-*! 

Ibid. an conmencoBient d« lig. lo et la, ni«Mu 4* w> daraiit de la lettre a 

Pag. 118, lig. 9,(m-(-m), Jues (m^ — n') 

Pag. iig, aprài pouvait, remplacez ce qni sait jiuqn'i la Tirgole^ par..: M 

combiner avec chacune des diverses puùsancee dee autres modules, 

Pag. lao, lig. i5,(F}j mettez (^ 

/Af(/. lig. 37, après ^p/wfu, mettes un point, et tnppiimez le reite de rd/ûtA 
qui est une répétitioa de la Note lY. 

Pag. itti, lig. 4. en l»«f O 
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APPERÇU 

Concernant les SVnE&SYNT^QM^TIQUSS. 

I. XJoRsqinE deuxaniles denombrei, coordoDoées l'une à l'cuire, 
terme k terme , sont telles , qn'ua terme quelconqu&de la se- 
coode, représenté géuéralement pur A., ^ale la somme du 
terme corresponcUot de 1« première, repnéseaté par A',, «t des 
antres termes qui .précèdent cehiî-ci , on exprime celte pcopriélé 
en disant qae la seconde soile est sonuaatoire de la première, et 
elles sont liées ei^lre elles par cette éqaation de relation 

A.s=A',4- A,^,, on A. — A^,= A'.; 
étpaation à laquelle se rédeit oellenci 

A^-*U.A^,ss:Af^, I 

40tMfae le fkclenrU, égale (^oastammtntTnDité; et celte dernière 
^qvitkm est efle-méme renfermée dans réqaatîon 

A„— U,A„_,— U,A„_,— . . .— U,A„_, = A'„; 

laquelle se réduit à la précédente, quand l'iodice r égale i. 

3. Ceci conduit-ieoosidérer des- suites de' tt^^i ipiibées'''les 
«naBitn-desinM dies stftv^ , et se cbrrespondant-iertu^ jf'ténite^ 
en sorte que, représentant an terme quelconqned'b^iecfes^f es ^ 
À^'*^,it'lé'fânire qtii correspond à celùî-çî , î^ns ta Viiîte inimé- 
inédiaiemènt supérieure, par À^'*'"^^ on ait ealte< ces dçi^ 
•nites l'iéqnatîon dorel^t^ ? 

-: ■ Air^'^UÎ"'A|S.«4S— ", ■ ■ ■ ' 

el plus généralement, ..',.' 

;. i..4?^— lÇ''Aii-"l^"'AÏÏ,^*>'^U;'°>A£^wlAi"-^ '■■ ■" 
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TTons doonoiu k eu suite* le nom de sjrntagmati^ues , mot Se- 
rivé do grec, signifiant eoorJoJtadet. 

Nous eDieodons par la suite (m), ou de l'ordre nif celle d'entre 
ces suites, dont le termegénérdesl représente parA^l Et dans 
uD sens analogue j nous disons les suites (ita + i)» (™ + 3))*te.> 
ainsi que les suites (m — ^ i) , (m — a), etc. 

Les suites (m+i), (in+3), etc. ^ sont ce que nous appelons 
les syntt^mati^ues première ^ seconde , etc., de la suite (m); tandis 
que les suites (m -^l), (m — a), etc., sont les anti-sjrntagmati' 
ques première, secondât etc. , de cette roèmie suite. On voit par U 
que chaque suite est la syntagmalique de la suite placée au-dessus 
d'elle , et l'auti-syntagmatique de la suite placée au-dessous. 

Nous donnons aux &ctenrs U*"' , U^"^, .,'l^"^ H ûopa de mo- 
dubi ityntagmati^ues. 

5. Quand on suppose que r=:i , c'est-l-dire que Téquation n'a 
qu'un seul modaleU^"'; qu'en outre U;^^ = i , et qu'il y a qd 
même premier terme dans dtaque suite, les sjntagmaiiques de- 
viennent jilors des suites sommatoires, et les anti-syntagmatîquel 
deviennent des suites contresommatoires ou différentiel!^', pots^ 
que, dans ce cas , Téquatiou de relation se réduit à 

4. Nous avons ^ considérer successivement t , . 
1*. Un syntagmatique à un seul module, et son aoti-Syntagnsf* 

tique sepleiqeDt; , t. ■....■.-■.. > 

a*. Une suite aiveç set syutagmiftiqu» et-^^ APii-fx^iff matitf 

ques, premières, deuxièmes, elc.j tontes ces .suites étant ausù^ 

pn séulmodalei ' ' ' < ' . ' 

fi*. Une suite et sou anli-syntagmatlipiè i pbtàiaws modalbsi 
4*. Une suite avec ses Sfatagmftîqn^s-et a^ anli-synlagmad- 

qnea, premières, deuxièmes, etc., Il ^/(u/euff /no4u^.r.' . .i„ - 

5. L'Analyste est conduit par ces considérations à quelques for*- 
mules génénles , > des. llraorâme^jtpuvfaur,. et trguvF sisAso a 
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dhcmin dbs r«Aaliat$ ijui embrâaJ^nt nnc grande 'ptrtitf de l'AU 
gèbre , aiosi que \es principales formules du Calcul ialïnitésima). 
El quoique -l'analyse algébrique semble offrir deux branches 
bien distinctes, la (béorîe des équations et celle des suites , 
une conséquence de ces recbercbes sera que ces deux branches 
•^entrelacent , au point même de s'identifier sous certain rapport. 
On j trfMiTen la confirmation de ce qui a été dit par FoHTxnEi.LK 
et par M. oi Lapi^cb, sur l'uiililé des méthodes et des formules 
générales. 

R Les formules générales Sont les lieux élevés où l'on se place 
» pour découvrir^ touT-a-la-fois, un grand pays.... Tel est 
» l'effet des mélbodes générales : quand on a su les découvrir , 
» on est à la source, et on n'a plus qu'à se laisser aller au cours 
» paisible des conséquences (Eloges de ViRicitoif et de lII^- 

n PIUL, JPUrFoiTTEHKLLs). » 

R II importe extrêmement, dit aussi M. le marquis db La- 
M PLAoi, de maltiplier les mélbodes et les formules générales. 
» Le système des connoissances liées entre elles par une mé- 
M tliode uniforme y peut mieux se conserver et s'étendre. Pré* 
• ferez donc dans l'enseignement les méthodes générales , at- 
» lachex-TOQS k les présenter de la manière la plus simple , et 
» vous verrez , en même temps , qu'elles sont presque tonjours 
» les plus faciles (^Leçons aux Ecoles NoimaUs). » 

6. Si deux suites se correspondant terme i terme , sont liées 
entre elles par celte équation de relation a. — Da-ia.— ■ = ■■» ' 
la suite k laquelle appartient le terme a, est appelée la synlagma" 
tùjue de celle dont fait partie le terme a'., laquelle s'appelle sou 
anti'sxntagmati^ue f et l'on déduit de cette équation la formule 

i+u._,ii,^a',u-.+>'«-i«'—i+*'i>- 

Si le &ctear u,_,, qae nous appelons /n(Milu/0 tyntagmatùfue j 

wa lien de varier en même temps que n conserve pour chaque 

terme une valeur constaole, que nous désignons alors simple^ 

m«Dt par u. alors la valeur de a. (que nous nommons lé sjrn- 
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(lia) 
tagaiû des lenuM' compris cbos 1« Mcond membre dé (F),' 
deTienl- 

(F'). . .a.=a._^u-'4-a'._+.u^' +■ • . .-*-«'— .«'H- »'- 
Si Ton joint & la première équation cette équation auxiliaire 
▼_,•■_, = aV, et si > ponr abréger^ on adopte la Dotation , 

/ v,_^+H...A '!0-^ (y,_./+»'—0.-(Vi.-.+'^.-.) Ct^.+0-O . 

on parvient à cette formule , 

7. De U naissent deux soites commençant. Tune et l'antre, par 
l'unité , et dont la seconde est sommatoire de la première ; le 
terme général de celle-ci est 

Ho . «1 ii_ . n._i*"* ■ 

(Pouf simplifier, 9n làîl ici n— n'=o). 
Et Ic'terme général de la sommatoire est 

(»,+ "■) (T. + 0.) ■ . . (y^ + ".-O (T.-. + o— ) 

u, n, Ojfcj 'B,_i 

La propriété de ces deux suites se vérifie dlaîlleurs immédia- 
tement à posteriori, indépendamment de tonte valeur pazticu- 
lière attribuée aux t et anz n- 

Deux suites de nombres quelconques peuvent être ainsï coor- 
données suivant l'équation de relation et son auxiliaire. 

Si tous les v ont une marne valeur représentée par m , et si l'on 
change respectîvenient u, , u, , o,. . . .,u,_,, en n, 2u, 5. .. , nu, 
on obtient cos deQ;i suites, dont la seconde est sommatoire de 
la première. 

es y..i +'° ■ '°('n+") ■ . m(m+M)...{m+(n— i)p] 

^ .■"' " n u.au '" n . au nu ' 

(R 1 1+ °'+" i- C^+^Xm-fraiT) , , Cm+ii).T: ( m+Bti) 

iSp+.)'-'+-ï-+ — ^:^ — +•■■' ,u....-TïS-"' 
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Ces dens snUes , si Ton y feit a = i , devietineiit 

(S'„). . , , I m , m(in+i) ip(nH-t).-(m+>i-'i) . 
1 i.a "" 1.9 n .' 

D'où l'oo conclut qae la ■ynUgmaliqae m**", an module con- 
«taot I de la »nîte(s'm)» <*" '■ «ommatoire /n**" est 

■H-Bi/'-'-r -1 — 1 — F-»— — - — , 



.n — 1 



en s'arrâlant «a terme tï*"". En changeant dans cette dernière 
snite m en —m, on a l'anti-syntagmalique ro'"" an module i ; 
c'est-k-dire la cootre-tommito!re, on suite difiërentielle m*™* de 
la suite (S'^,); et si l'on fait msso, ce qaî rend nuls loms les 
termes de celles! , excepté le premier qui est i , «lors sa contre- ~ 
sommaloire /n*~' est 

(S'_^ 1 '>» [ "(wt— ^ iw(m— i>..^m— a4 -a) 
1 >..a *'* i.g («— 

8. On peut établir, relativement au; aoites tyntagmaliqnes , les 
tfaéorémes soivans : 

Lbhmi. Le sj'ntagme », , dans une ^rntagmaliqne , & un seal 
module, soit constant, soit variable, et son anti-syntagme a,',^ 
doivent toujours être des nombres de même signe : i*. lorsqae le 
module étant constamment positif, le v^rntagme a. et le pro-sja- 
tqgme s,_i, sont de signes contraires; a*. lorsque le module 
étant constamment négatif, le syntagme et le pny-sjrntagm* ont le 
même signe. 

PiotMiER THioniuE. Dans une synlagmalique dootlç qK>4nle 
est constant dans son signe, et dans laquelle a._,/ est de même 
signe que a'.^,/, une suite de termes commençant par a,_^^ et 
'ân'îsant par' a,, ne peut présenter {ïIds de variations de signe que 
la Suite des termes qoi lui correspondent dans l'anlt-sjntagma^ 
tifjw, si le modale est ^iiif; ni plus de perman^ ncea^ ai le m<h 
dule est négatif 

i5 
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(.1.4.) 

DEuziàHK TRioniin. Lorsqae le mpâvie est coDSlaat daas 
son signe , qae i._., et a'_w sontjde mâmej signe , et qne a. est 
séro, l'anti-synlagmaliqae compiençaot par a',_^, et finùsant 
par a',, doit prësealec an molos uoe varia^lioa de signe de plos 
qu'il ne s'en trouTe daasles/i' termes de la synlagmatiqae, de- 
puis a^H/ jasqn'à a_,, si je module est positif; et nne ,peniia- 
nence de signe de plus qu'il ne s'en ironve dans ces n' lennjes, si 
le module est ne'galîf. 

9. Considérons maintenant ooe suite avec ses syntagmaliqnoB et 
anti-sintagmatiques des difierens ordres^ a un seul modole^soît 
variable , soit constant , l'e'qnation de relation étant pour lors .... 
, W _af2._ a il , = 3 [—•>; ou aW=ai"- "H-uri.aïl.. 

Oq en (tédvit généralement , 

a 
p M (■»-.). , (—.-+1)1 ("-.'+■) 



1 p (m) (ni f«-i^.) (i.-»+i-, 

1+1 a^_, ii,,_g + + "■—1 ".-^ [«(■'' 

co ••='=(+ eic rT! 

r (m) (m) („_, ' (.„) ^ 



r(m). (■.! ,. (—'l (.Vl-l (n—.) 



"«t-.i'+J*!»— n'+i 



■ (1.) (m) (m) (») 



. Dans le second membre de (F), un terme quelconque après 
a^~^ donl le coefficient est un 1 , peut être représenté .p^r, . . . 

.[a^_. . . .u2,+. . . • .+'i'^'^'. . .n*-"'+'>] ,("-»'+>); 

r étant .nn des nombres entiers depuis 1 jusqu'à n', ^On pent 
donc écrire pour abréger, en prenant la lettre S pour signifiei* la 
somme. ......' 

-W^ 0»^ pjrt (,) (—.'+,), (p>^*,-rri-(w-iAlii 

*. — » +sL°'"---°.-.+ --+".-. ■••°_ j'^. • 
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10, En considérant atlentÎTemenF le mode -de «oordioatioh 
d'aoe suite et de5esai>ti-ftynUgnialiques-,-on ree<MDDMtrs'i'^<]tie'le 
coâScteot de e^^'"^' est la soname é'iiû ceHain nolniiire de termes 
«tout cbaeuD' e^t composé dt n feetenrs niodidàires, nptésthi^ 
généralement par ti^l\ti^_f^. ..-.n^*^, dans lesqtiels' les indicés 
sapérieors sont sujets à varier, tandis que les inâices inférieurs 
i>Dt tou|onrs/i— rj-n— a'j.'.i.ne-F : ' ■ * ' , ' 

i^'-Q«^aa ojalien^ les valeurs des iodices^«périears,TespecUTe- 
.DU^K0I)T9l^}Jes pour le» k' Scieurs de chaqae'terxie.r,en.formaft 
]es'4iSërei}^es'.copi^inaison^qii;el!op {^tuL obtenir r .à r, ^y^^ Içs 
(#-^-»''-pi'}.iiainbr.eB,. ni,m — i,.. . .m— rn'+»', -donl cliacmi peijt 
être répété jusqu'à t fois dans une même combinaison , en écri- 
vant les nombres qui servent d'indjcès sôpençùrs dans iin ôrdt-e 
de grandeur qui Ae.SD^'pai^'Oppo^é^-l'ordiifL^quL.régile entja Jes ., 
jodiccsiorérieurs : o'ot-^-dire.Dareiemple.quedeoxfacteors ticts 
que u^'^ et'uJl^^ ne péùvénl être factëûfs daniTTn même pro- 

exprime le nombre des difTérenaprodiûts dpnt la-SOmm^ $)rnje 
le coefficient de a^tT"'"^'. ' ■.■• ^ '. ,,; - , 

1 1 . Dan« le «as ob le modul? est constant pour tous les termes 
de too^ les ord.çe3.( alors^ tous le^ &çt^ars modul^rês ayaiit uùe 
mêmtf'T&leur'.ni lafontaùlé'de'vlèiit.. J^ ..'.' ,' 

Enfin, si l'on fait dans (i^*), n=i; cas anqnef a^^*^"*^' de- 
vient Ta diËTérence (n! — >>).*"' dé i^^, et pént.se représenter* par 
^{n'— ')jW^^ notre formule devient celle par(aqn«lle la valeur 
d'un terme quelconque-pltlcé dMM>iHié suite auirâiig n' , après uu 
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Af..;+rf.arV^^,- 
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(n6) 
utre terme , eet exprimée en fooctioD de cet autre tenue et :def 
différCQcee i.", 3.% 5.%. . .n'.'~ de celai-ci. 

Si donc, pour simplifier, OD &itn':=^eta^,^s:=A.et^WA,, 
le fonnole (F)i prise à reboors, produit celte formule counne, 
qui eet nn cas particulier de (J^), qui n'est elle-même qn'nn.cas 

particulier de (F) 

(n..^|;"'=A4-+«4'A.4"+!^û-A.»-^..^.»iC-)A4'+«-A^. 

la. La formule (i^ conduit i deuxantres, dans Tone desqudles 
le facteur modulaire ne varie qu'avec llodice inférieur ; ce cas ieiu 
exprimé par la suppression de l'indice supérieur du module dans 
l'équation de relation, qui sera aj^' — u^i— ,e2i=ei''^'» " ^ ''*■■ 
velle formule sera. 

{(«-rf), , (—■>'+■), n'.ii'—i (a.-»'** 

-I--H»„-+"'V. •w+.'U+,+»^."'^'-^ 

Dans le second cas , c'est avec l'indice supérieur seulement que 
Tarie la valeur modulaire , et ce cas s'exprime par la suppression 
de l'indice inférieur du module dans l'équation de relation qui 
devient af-l-oWaM^ai— >- ■ 
Ou aura donc , dans ce second cas , 

(jy ....rw.r^+[-'-'+' • • -H.<-*'+">Lt:;'*') 

I . +i(u'"y--+....H-(uï:r')''-']toi. 

i5. Un terme quelconque après «^""^ est g^aéralemeot re- 
présenté dans {Fi)f par 

^ ' -'•■'ir:";"^" -.- ^-s^'*s 
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«t d«n6 (F,), par 

La loi de 'ce dernier coefficienl est la même que celle saivant 
laquelle ioot formés lea coeffictens dans (F), pourru qu'on ef- 
Cice dans ceux-ci les lodices iaférienrs. Pour rendre celle loi 
plos seosible^ prenona, comme exemple, le cas où n'=4f doub 
anroiu 



l''r*+ 



•"=/ 



,(.).„(.-,,.(„ 






■•)^„(i«r-3n,(î-3) 
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i4< A raison de l'analogie, le terme ^^^Sm^'/^ > ^^^^ ^^ ^^ 
de la formule C-^}, pourrait s'appeler la différence sjntagma- 
tique (n' — r)'™' de a^*^^ aa module constant o j et se repréeenter 

pans le cas de la formule {F)^ où le module est sujet à varier 
pour chaque terme de chaque ordre , le terme aj,"^ "'"*■'' s'ap- 
pelleroit encore la différence sjolagmaliqae (n' — r )''*' de 
a^^; mais i un module variable ^tpifiVtixi désignera, (en donnant 
la lettre », an lieu de u, pour indice inférieur an delta renversé), 
P«r vîr'~''«l°2.v • toile serait la notation, quand les deux in- 
dices du ^nodule seroient l'une et l'autre variables. 

Hais si l'indice inférieur étoil seul sujet ^ varier, on écriroit v,, 
•a Ken de f , ei si c'étoit l'indice supérieur seul qui fût variable , 
p seroit remplacé par (^. 

Dans k première de ces sappositioDS « qui est le cas de la 
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(.118) 
forinole (F,), on ëcriroit donc vî."""''*^"^,^; et diot la féconde ; 
qui est celui de la formulé (F,), on écriroil(7'.'',~''a^'^^,. 

]5- ReTenani h la .formale générale (i^), si Yop^ change, 
comme cela est permis, m en m+zn^ et n' en n'+at^ x^e-cts 
lorsque les m termes, qui auront les indices inférieurs n va'— i, 
n — n'— 3,...n — n'—niy devront être coostde'rés comme au- 
tant de zéros, donne lieu à nne formule qui, daos l'hypothèse de 
u constant, devieot 

D'où il résulte^ qn'avec les antres cupposilions qui ont en Ken 
ci-dessus pour la formnie (J^')t on aura (les termes étant- pris 
à rebours) 



4(n>-H* ' (m-n'+l) 

.Cm+n').- .(m+a).<— 



t^A— A.f'+Cm+n)^— A,f+A'A"^. 



Celle dernièfP formule exprime la sopune m*^ des (i+b) 
premiers termes d'une suite A,, A, ,. . . lA,^ 

Dans l'aTant- dernière formule, 4^*";' qui pont-roit s'appeler la 
somme syntagmatique m*™ de la suite a^'^^,,à^"'' ,. ,.,.^ j'^' 
est calculé en fonction du l" terme de cette suile , et de ses 
différences synlagmatîqdes i", a', . . . n'~', du module ù,de l'in- 
dice nrdè l'ordre auquel celle somme-«yntaghiariqoe appartient, 
et-den', ïadlcâteRr' dil raûg auquel à^** ejfl'placé. après a^*^ ,. 
Il y baroÂ encore lieu dë'pr^ènier ici d'antres f(yrtnu1e^','^oot 
jions ne pouvions' Doas Oâcaper en ce' monleiit. 

i6. Soit tpalntenant qne synlagniatiqàe A„, A,,At jOlc. ^'«oor- 
doiinéft à.fion ami-synjlagtoatiqne A'^,, A'.,i A',f>éIc.;'iatooyeQ 
■de; requ^liçn ; „ . ,, .,. .-,■,' 

A'„==À„-U.A„_,-...._U,::iA„_,4..-fU,A„_,, - 
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( '>9j 
(ie^f 010(11116811,, Vif etci, élaQt supposés cooslaps.) 

On peut exprimer le terme A', de la, manière suivante, en 
foncitoa de >n, des-.^iufulalie^, et des,i-f-.^ picenver^ lermes.de 
ranti-syntagipatiqae. 

1+s[à'._|,,.,d!;.]] 

La lettre S, placée eo léie des termes qui suiveal A'., indique 
que ce sont des termes complexes, contenant respeciivemenlane 
somme d'autant de termes partiels, qn'on peut en obtenir en com- 
binant respectivement, un à au, deux Ji deax,. . ., v a Vy àoa- 
seulement cbâcna des y modules , U, , U,, de l'équation de rela- 
tion, mais en outre chacune des puissances de ce module, puis- 
sances dont les exposants sont repré$enlés par â,, ô, , etc., la 
même puissance d'|in même module pouvant se répéter plusieurs 
fois dans ces combinaisons, de sorte qu'au premier aspect, cba-* 
CQD de ces termes complexes présente une somme d'un nombre 
infini de termes partiels^ et véritablement, on pourroit admettre 
cette iofinîlé sans. que cela tirit à conséquence, parce que, dans 
ce nombre infini, il y en a une infinité qui sont nuls; ce sont tous 
ceux dans lesquels il se trouve un facteur à indice inférieur néga- 
tif, de la forme A'„_j^__j,p ; attendu que ces facteurs qui seroienl 
des termes de t'anti-syntagmalique placés à la gauche de A„ se- 
roient autant de zéros; il faudra doue exclure toute combinaison 
qui produiroit un terme partiel nul. 

On pent vérifier aisément cette formule sur le lerrpe (i + n)**" 
d'aoe sf magmatique à deux, trois, quatre ou cinq modules, el 
l'on n'aura pas de peine à recoonollre que si la formule est admi*-' . 
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•tble poar une sjmlagmatiqne h t modules, dis Test encore pour 
la synUgmatiqae à r + i modoles. 

17. La formule dontOD s'est servi à farticle V de l'Appendice 
ïla oouTelle méihode ponr la résolution des équations nnmë- ' 
riqaeS} est celle à laqaelle (i^ se réduit quand on j &it rs=a. (1) 

Pour comprendre comment elle a pu élre appliquée li cet 
usage, il hnX observer que si les i ^ a' premiers termes d'une 
suite sont les coefficiens d'un polynôme en x du degré n, 
les i4.n-~f premiers termes de sa syntagmatiqne, à j»'mo- 
dulesj sont les coefficiens du polynôme en x du degré... 
R*7i', quotient de la division du premier polynôme par.... 
«' — ïJ,j:»-"...— Ujjc' î el que si la division peut se &ire 
exactement, les r termes snivansjdans la syotagmatiqne, doî^ 
vent être chacun nuls, de sorte que, dans ce cas, la tor- 
mule (i^), dans laquelle n reçoit successivement les valears 
n, R-" !...,» — '+>) fournit f équatÎQns ponr la déiermioa- 
tion des 7 modules, considérés comme aniant de nombres in- 
connus. On voit par-U comment la rechercbe des facteurs simples, 
et celle des facteurs du 3* degré, d'une équation d'nn degré 
quelconque, se ramènent respectivement à la détermination da 
iqodule annuhaleur du syntagme d'une suite, i un seul modnie 
constant, et à celle des deux modales annulaleurs du syi^Uigme 
et du pro-syntagme d'une suite, à deux modales constans. 

18. Noos aurions encore à traiter du sjrntagmatismeh r modules ^ 
dans les diflTérens ordres de syntagmatiques etd'anti-sy ntagmatiqnes, 
mais les circonstances nous pressent et nous forcent de terminer 
cet ^pperçu , en faisant observer que denz suites qnelconqnes , 
peuvent être assujetiies au syogmatisme à * modules, le dernier 
module U, étant seul sujet à varier, et les autres étant des nom^ 
bres conslans, dont la détermination dépend respectivement 
des f premiers terofes de l'une et l'autre saites. 

'(i) n y B deux Fautes & corriger dam la sicond metobn da cette fannuta, 
page 101 : . 

i". Au lieu ds a,, a., etc. , meTtexa',, a'., etc. 
--«% An liea den — 1, R-r^? tic. ,tntttet , respectivement, r, n— i, etc. 
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Rons. — I. Dm» on m&noira que f ai préamt^ k l'Institut I«5i'flbil£i8i3 
fuutoDçoîi tin calcul aux diSéreona et inté^ales lyniagmatiquta, dont la cakal 
aux différencea et intégralea ordinaire* «eroit nn caa individiieL' Tojea pour 
exem|Je la Ctwmule ^F*). 

II. Une suite récurrente eat un cas particQlier des auites syntagimatiqaes. 

m. Une oonf^ doj niite^de Inombrea queloonquea, assujétiea.aa double 
■yntagmatiainfl , à nn module , par lea équations de relation , principale et 
auxiliaire , ae trouve aonfugudtj par son tygtiinê modaiairtj k une antre couple 
de suites dont la seconde est lonunatoire de la première. L« m£me système mo- 
dulaire pouvant appartenir à diverses couples de suites , celles-ci peuvent être 
considérées onnme Ibnnant ensemble une famUi» naturtlU. 

IV. Deux suites de nomlB«s qoekxMiques peuvent être aosîî assujéties aa 
syntagmatisme à > modules , le module Ui étant le senl variable , et les autres 
modules étant des nombres oonstans qui sont déterminés par le mt^en des 4l^p 
premiers termes de ras deux suites, o(dlf<»inénient à l'équation de relation. 



FIN. 
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